
По условию теоремы  
),1(][ miL == ii BY . 

Тогда, в силу линейности оператора L , имеем: 
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§ 21. Системы линейных дифференциальных уравнений  
 с постоянными коэффициентами  

21.1. Собственные значения и собственные векторы  

В предыдущем параграфе мы использовали линейный дифференци-
альный оператор для компактной формы записи системы дифференци-
альных уравнений и доказательства некоторых теорем. Для дальнейшей 
работы нам необходимо вспомнить ряд понятий, связанных с линейны-
ми операторами. А именно, нам понадобятся понятия собственного век-
тора и собственного значения оператора конечномерных пространств. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть ϕ  – оператор пространства L . Если для не-
которого ненулевого вектора Lx∈  и числа λ  имеем xx λϕ =)( , то 
число λ  называется собственным значением оператора ϕ , а вектор x  
называется собственным вектором оператора ϕ , относящимся к соб-
ственному значению λ . 

Укажем свойства, которыми обладают собственные векторы. 
1. Каждый собственный вектор x  оператора ϕ  относится к единст-
венному собственному значению. 

2. Если  и  – собственные векторы оператора 1x 2x ϕ , относящиеся к 
одному и тому же собственному значению λ , то их линейная комби-
нация 21 xx βα +  – собственный вектор оператора ϕ , относящийся 
к тому же собственному значению. 
Из второго свойства следует: 

а) каждому собственному значению λ  соответствует бесчисленное 
множество собственных векторов; 

б) если к множеству всех собственных векторов x  оператора ϕ , отно-
сящихся к одному и тому же собственному значению λ , присоеди-
нить нулевой вектор (нулевой вектор по определению не является 
собственным), то получим подпространство пространства L . Это 
подпространство называется собственным подпространством 
оператора ϕ  и обозначается . λL
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3. Собственные векторы  оператора kxxx K,, 21 ϕ , относящиеся к различ-
ным собственным значениям kλλλ ,,, 21 K , линейно независимы. 
Из свойства 3 следует, что линейный оператор, действующий в n -

мерном линейном пространстве , не может иметь более n  собст-
венных значений. Кроме того, в пространстве может существовать 
базис, хотя бы часть которого – собственные векторы. 

nL

Процесс поиска собственных значений и собственных векторов 
оператора конечномерного пространства на практике сводится к реше-
нию алгебраических уравнений и систем.  

Действительно, предположим, что  – матрица оператора A ϕ  в базисе 
, ,K, ,  – матрица-столбец координат вектора 1e 2e ne X x  в том же базисе. 

Тогда векторное равенство xx λϕ =)(  равносильно матричному равенству  
 XXA λ=⋅      или     OXEA =− )( λ . (21.1) 
Но матричное уравнение OXEA =− )( λ  представляет собой матричную 
запись системы  линейных однородных уравнений с n  неизвестными.  n

Так как собственные векторы ненулевые, то система (21.1) должна 
иметь нетривиальные решения. Это будет иметь место, если  

nrang ≠− )( EA λ  
или, что то же,   
 0)det( =− EA λ . 

Матрица EA λ−  называется характеристической матрицей опе-
ратора ϕ  (матрицы ), а ее определитель )A det( EA λ− , являющийся 
многочленом относительно λ  – характеристическим многочленом 
оператора ϕ  (матрицы ).  A

Найдя корни характеристического многочлена, мы определим соб-
ственные значения. Подставив конкретное собственное значение в 
(21.1) и решив получившуюся систему, мы найдем относящиеся к нему 
собственные векторы.   

ПРИМЕР 21.1. Найти собственные векторы и собственные значе-
ния оператора, имеющего в некотором базисе матрицу  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−
−−

=
12153

321
352

A . 

РЕШЕНИЕ. 1) Запишем характеристическую матрицу и найдем харак-
теристический многочлен: 
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=− EA λ
⎟
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⎟
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⎜

⎝

⎛

−
−−−−
−−−

λ
λ

λ

12153
321
352

,  

⇒  =− EA λ )189)(3( 2 +−− λλλ . 
Корни характеристического многочлена (собственные значения): 

3,6 3,21 == λλ . 
2) Для каждого из найденных собственных значений iλ  запишем 

систему линейных однородных уравнений OXEA =− )( iλ  и найдем ее 
фундаментальную систему решений. Это будут координаты базисных 
векторов собственного подпространства . 

i
Lλ

а) Для 61 =λ  имеем: 

=− XEA )6( O=
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Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор 81
54

−−
−− . Тогда переменные  будут за-

висимыми, а  – свободной. Отбрасываем третье уравнение системы и 
находим общее решение: 

21, xx

3x
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Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Чтобы ее записать, придадим свободной переменной  любое отличное 
от нуля значение. Например, полагаем 3

3x
3 −=x . Тогда из общего реше-

ния находим 11 =x ,   12 =x . 

Итак, получили:  – решение фундаментальной системы. 

Следовательно, базисом собственного подпространства  является 
вектор 

⎟
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6=λL
}3;1;1{311 3211 =⋅−⋅+⋅= eeec . 

⇒  ∈∀== ααλ |{ 16 cL ℝ}. 
б) Для 33,2 =λ  имеем: 
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Матрица системы имеет три пропорциональные строки и, следова-
тельно, ее ранг равен 1. Выбирая в качестве зависимой переменной  
получаем, что ее общее решение имеет вид: 

1x

321 35 xxx −−= . 
Находим фундаментальную систему решений: 

12 =x ,  03 =x      ⇒  51 −=x ; 
02 =x ,  13 =x      ⇒  31 −=x . 

Итак, получили: 
⎟
⎟
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2X , 
⎟
⎟
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⎠

⎞

⎜
⎜
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⎝

⎛−
=

1
0
3

3X  – решения фундаменталь-

ной системы. Следовательно, базисом собственного подпространства 
 являются векторы 3=λL
      и     }0;1;5{2 −=c }1;0;3{3 = −c . 

⇒  ∈∀+== βαβαλ ,|{ 323 ccL ℝ}. ⋄ 
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В заключение этого пункта заметим, что говорят также о собст-
венных векторах матрицы  порядка , имея при этом ввиду собст-
венные векторы оператора -мерного пространства, имеющего  своей 
матрицей в некотором базисе. Использование такой терминологии 
удобно в задачах, в которых на каком-то этапе решения возникает сис-
тема линейных однородных уравнений 

A n
n A

OXEA − )( =λ . В этом случае 
любое решение системы OXEA =− )( λ  обычно называют собственным 
вектором матрицы , а ее фундаментальную систему решений – ли-
нейно независимыми собственными векторами матрицы . 

A
A

21.2. Линейные однородные системы дифференциальных уравнений  
с постоянными коэффициентами. Метод Эйлера  

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений вида 

 )(
1

xbya
dx
dy

i

n

j
jij

i +=∑
=

   ),1( ni = , (21.2) 

где коэффициенты  – постоянные. Такие системы называют систе-
мами дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-
тами и именно они имеют наибольшее практическое применение. 

ija

Систему (21.2) можно решить методом исключения. При этом по-
лучится линейное уравнение порядка  с постоянными коэффициента-
ми. Мы умеем интегрировать такие дифференциальные уравнения. 
Проблема лишь в том, что процесс получения дифференциального 
уравнения порядка  довольно трудоемкий и требует аккуратности. 

n

n
Другой способ – найти общее решение соответствующей однород-

ной системы, а затем найти общее решение неоднородной системы ме-
тодом вариации постоянных. Этот путь, как правило, менее трудоемкий, 
так как оказалось, что фундаментальная система решений линейной од-
нородной системы с постоянными коэффициентами связана с собствен-
ными векторами ее матрицы. Именно установление этой связи и являет-
ся целью нашего дальнейшего изложения. Нахождение фундаменталь-
ной системы решений с использованием собственных векторов матрицы 
называется методом Эйлера. 

Итак, рассмотрим линейную однородную систему с постоянными 
коэффициентами: 

 ∑
=

=
n

j
jij

i ya
dx
dy

1
   ),1( ni = . (21.3) 

Вид уравнений системы (21.3) наводит на мысль, что решения следует 
искать прежде всего среди таких функций, производные которых «по-
хожи» на сами функции. Среди элементарных функций таким свойст-
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вом обладает показательная функция. Поэтому частные решения будем 
искать в виде 
 xedy λ

11 = , xedy λ
22 = , …, xenn dy λ= , (21.4) 

где nddd ,,,, 21 Kλ  – неизвестные действительные числа, которые нужно 
выбрать так, чтобы функции (21.4) удовлетворяли системе (21.3).  

Запишем систему (21.3) в матричном виде: 
 AYY =′ , (21.5) 
где  
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По предположению,  
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Подставим  и Y  в (21.5) и получим Y ′
)( DAD xx ee λλλ ⋅=⋅      или     DAD ⋅=⋅λ , 

⇒  ODDA =−⋅ λ , 
 ⇒  ODEA =⋅− )( λ . (21.6) 

Матричное уравнение (21.6) представляет собой матричную запись 
системы  линейных однородных уравнений с  неизвестными. Чтобы 
такая система имела нетривиальные решения необходимо, чтобы 

n n

 0)det( =− EA λ . 

Но это означает, что λ  должно является действительным характери-
стическим корнем (т. е. собственным значением) матрицы , а  – ее 
собственным вектором, относящимся к 

A D
λ . 

Матрица  имеет  характеристических корней, но среди них мо-
гут быть комплексные и кратные. Рассмотрим ситуации, которые в свя-
зи с этим могут возникнуть. 

A n
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I. Характеристические корни матрицы  действительны и различны  A

В этом случае для каждого характеристического корня iλ  ),1( ni =  

найдем собственный вектор )( jid=iD  и запишем решения : ii DY xieλ=
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Рассмотрим определитель Вронского этих решений. Имеем: 

],,,[ 21 nW YYY K ==
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Действительно, так как все собственные векторы  относятся к 
различным собственным значениям, то они линейно независимы, т. е. 

iD

ODDD n21 =+++ nααα K21  только при условии, что 
021 ==== nααα K . Это означает, что система 
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имеет единственное (тривиальное) решение и, следовательно, ее опре-
делитель  

0

21

22221

11211

≠

nnnn

n

n
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ddd
ddd

K
KKKK

K
K

. 

Так как 0],,,[ 21 ≠nW YYY K , то решения  линейно не-
зависимы и образуют фундаментальную систему решений. Общее ре-
шение системы в этом случае имеет вид 

nYYY ,,, 21 K

nnCCC YYYY +++= K2211  
или, подробнее, 
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ПРИМЕР 21.2. Найти общее решение системы: 

⎩
⎨
⎧

+=′
+=′

.34
,2
212

211
yyy

yyy  

РЕШЕНИЕ. Данная система – линейная однородная с постоянными ко-
эффициентами. Следовательно, ее общее решение может быть найдено 
методом Эйлера.  

Матрица системы: 

 . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 34

21A

Запишем ее характеристическую матрицу и найдем характеристический 
многочлен: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=− λ
λλ 34

21EA , 

 ⇒  542 −−=− λλλEA . 
Найдем характеристические корни: 
 0542 =−− λλ , 
 ⇒  1,5 21 −== λλ . 

Характеристические корни являются собственными значениями 
матрицы . Найдем ее собственные векторы, относящиеся к каждому 
из собственных значений. 

A

а) Для 51 =λ  имеем: 
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2

1
534

251
x
x , 

⇒       или      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

0
0

24
24

2

1
x
x

⎩
⎨
⎧

=−
=+−

.024
,024

21

21
xx
xx

 ⇒  12 2xx =  – общее решение системы. 
Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 

Полагаем 1 и находим это решение:  1 =x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2
1

1D . 

 

153



Итак, получили, что  – собственный вектор матрицы , отно-
сящийся к собственному значению 5

1D A
1 =λ . Следовательно, решение сис-

темы дифференциальных уравнений: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== x

x
xx

e
eee 5

5
55

22
1

11 DY  . 

б) Для 12 −=λ  имеем: 

=+ XEA )( O=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

2

1
134

211
x
x , 

⇒       или      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0

44
22

2

1
x
x

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.044
,022

21

21
xx
xx

 ⇒  12 xx −=  – общее решение системы. 
Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 

Полагаем 1 и находим это решение:  1 =x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

= 1
1

2D . 

Так как  – собственный вектор матрицы , относящийся к соб-
ственному значению 1

2D A
2 −=λ , то решение системы дифференциальных 

уравнений: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

== −

−
−−

x

x
xx

e
eee 1

1
22 DY . 

Найденные таким образом решения  и  образуют фундамен-
тальную систему решений и, следовательно, общее решение системы 
имеет вид 

1Y 2Y

  xx eCeCCC −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+= 1

1
2
1

2
5

121 21 YYY

или, подробнее,  

  ⋄ 
⎩
⎨
⎧

−=
+=

−

−

.2
,

2
5

12

2
5

11
xx

xx

eCeCy
eCeCy

II.  Характеристические корни матрицы A различны,  
но среди них есть комплексные 

Так как характеристический многочлен матрицы  имеет действи-
тельные коэффициенты, то комплексные корни будут появляться со-
пряженными парами. Пусть, например, характеристическими корнями 
являются числа 

A

ii βαλβαλ −=+= 21 , . 
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Рассмотрим две системы  линейных однородных уравнений с  
неизвестными: 

n n

OXEA =⋅− )( 1λ      и     OXEA =⋅− )( 2λ . 
В алгебре доказано, что если для них выбрать одни и те же пере-

менные свободными и придать им сопряженные значения, то для зави-
симых переменных тоже получаться сопряженные значения.  

Пусть )  – решение системы ( 1jd=D OXEA =⋅− )( 1λ . Тогда 
)( 1jd=D  – решение системы OXEA =⋅− )( 2λ . Рассмотрим матрицы-

столбцы 

DDDDZ1 )sin(cos)(1 xixeeeee xxixxix ββαβαβαλ +⋅=⋅=== + , 

 DDDDZ2 )sin(cos)(2 xixeeeee xxixxix ββαβαβαλ −⋅=⋅=== −− . 

В силу выбора  и D D  эти матрицы-столбцы   и   будут удовле-
творять матричному уравнению 

1Z 2Z
AYY =′ . Полагаем далее 

( )211 ZZY +=
2
1 ,     ( )212 ZZY −=

i2
1 . 

Непосредственной проверкой легко убедиться, что  и  состоят из 
действительных функций и тоже удовлетворяют матричному уравне-
нию . Более того, можно доказать, что  и  линейно неза-
висимы и, следовательно, могут быть включены в фундаментальную 
систему решений. 

1Y 2Y

AYY =′ 1Y 2Y

Замечани е .  На практике матрицу-столбец не записывают, 
так как 

2Z

12 ZZ = . Действительно, 

=⋅+⋅=+⋅= DDZ1 )sin(cos)sin(cos xixexixe xx ββββ αα  

2ZD =⋅−⋅= )sin(cos xixe x ββα . 

Следовательно,          ( ) 1111 ZZZY Re
2
1

=+= , 

( ) 1112 ZZZY Im
2
1

=−=
i

. 

  

ПРИМЕР 21.3. Найти общее решение системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=′
+=′

−−=′

.3
,

,

313

212

3211

yyy
yyy

yyyy
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РЕШЕНИЕ. Так как данная система – линейная однородная с постоян-
ными коэффициентами, то ее общее решение может быть найдено ме-
тодом Эйлера.  

1) Матрица системы: . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ −−
=

103
011
111

A

Запишем ее характеристическую матрицу и найдем характеристический 
многочлен: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−
=−

λ
λ

λ
λ

103
011
111

EA , 

 ⇒  ]4)1)[(1( 2 +−−=− λλλEA . 
Найдем характеристические корни: 
  , 0]4)1)[(1( 2 =+−− λλ
 ⇒  11 =λ ,  i213,2 ±=λ . 

2) Действительный корень 11 =λ  является собственным значением 
матрицы . Найдем собственный вектор матрицы, относящийся к это-
му собственному значению. Имеем: 

A

=− XEA )( O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−

3

2

1

1103
0111
1111

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ −−

0
0
0

003
001
110

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=
=−−

.03
,0
,0

1

1

32

x
x

xx

Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор 01
10 − . Тогда переменные  будут зави-

симыми, а  свободной. Общее решение при этом будет иметь вид: 

21, xx

3x

⎩
⎨
⎧

=
−=

.0
,

1

32
x

xx  

Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Полагаем 1 и находим его:  3 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=
1
1

0
1D . 
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Итак, получили, что  – собственный вектор матрицы , отно-
сящийся к собственному значению 1

1D A
1 =λ . Следовательно, решение сис-

темы дифференциальных уравнений: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−==

x

xxx

e
eee
0

1
1

0
11 DY . 

3) Возьмем один из комплексных корней, например i212 +=λ , и 
найдем фундаментальную систему решений системы OXEA =− )( 2λ . 
Имеем: 

 =− XEA )( 2λ O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+−
+−

−−+−

3

2

1

)21(103
0)21(11
11)21(1

x
x
x

i
i

i
, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−

0
0
0

203
021
112

3

2

1

x
x
x

i
i

i

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=−−−

.023
,02
,02

31

21

321

ixx
ixx

xxix

Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор i
i

20
02
−

− . Тогда переменные  будут 

зависимыми, а  свободной. Общее решение при этом будет иметь вид: 

32 , xx

1x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

.
2

3

,
2

1
3

1
2

i
x

x
i

x
x

 

Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Полагаем  и находим его:  ix 23 =

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

3
1
2i

D . 

Тогда  , 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+⋅=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= +

3
1
2

)2sin2(cos
3
1
2

)21(
i

xixe
i

e xxiZ

⇒   
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛−
⋅=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+
⋅+
⋅+−

⋅=
x

x
x

ie
x

x
x

e
xix

xix
xix

e xxx

2sin3
2sin
2cos2

2cos3
2cos

2sin2

2sin32cos3
2sin2cos

2cos22sin2
Z

Откуда находим 
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⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛−
⋅==

x
x

x
ex

2cos3
2cos

2sin2
Re ZY1 ,     . 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅==

x
x
x

ex

2sin3
2sin
2cos2

ImZY2

Найденные таким образом решения , ,  образуют фундамен-
тальную систему решений и, следовательно, общее решение системы 
имеет вид 

1Y 2Y 3Y

 =++= 321 YYYY 321 CCC  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

x
x
x

eC
x

x
x

eCeC xxx

2sin3
2sin
2cos2

2cos3
2cos

2sin2

1
1

0
321  

или, подробнее, 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++−=
+−=

.2sin32cos3
,2sin2cos
,2cos22sin2

3213

3212

321

xeCxeCeCy
xeCxeCeCy
xeCxeCy

xxx

xxx

xx

 ⋄ 

III. Характеристические корни матрицы A действительны, 
 но среди них есть кратные 

Пусть λ  – действительный характеристический корень матрицы  
кратности l , 

A
)( EA λ−= rangr . Возможны два случая. 

1) . l=− rn
В этом случае фундаментальная система решений системы линей-

ных однородных уравнений OXEA =− )( λ  состоит из  решений. Сле-
довательно, существуют  линейно независимых собственных векторов 

 матрицы , относящихся к собственному значению 

l

l

lK DDD 21 ,,, A λ . 
Тогда решения системы дифференциальных уравнений 

11 DY xeλ= , 22 DY xeλ= , …, ll DY xeλ=  
линейно независимы и входят в фундаментальную систему решений 
этой системы. 

2)  (точнее, l≠− rn l<− rn , случай l>− rn  вообще невозможен 
из алгебраических соображений). 

Тогда фундаментальная система решений системы линейных одно-
родных уравнений OXEA =− )( λ  состоит из l<k  решений. С их помо-
щью мы сможем получить k  линейно независимых решений системы 
дифференциальных уравнений. В такой ситуации существует два возмож-
ных способа найти все решения.  
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Первый способ – искать  решений вида l

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+++
+++

=

−
−

−
−

−
−

1
1,10

1
1,22120

1
1,11110

l
l

l
l

l
l

K
KKKKKKK

K

K

xaxaa

xaxaa
xaxaa

e

nnn

xλY , 

где коэффициенты многочленов  находят, подставляя  в исходную 
систему. 

ija Y

ПРИМЕР 21.4. Найти общее решение системы 

⎩
⎨
⎧

+=′
−=′

.3
,
212

211
yyy

yyy  

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 

Матрица системы: . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 31

11A

Запишем ее характеристическую матрицу и найдем характеристический 
многочлен: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−=− λ

λλ 31
11EA , 

 ⇒  442 +−=− λλλEA . 
Найдем характеристические корни: 
  0442 =+− λλ ,     ⇒  22,1 =λ . 

Итак, имеем характеристический корень кратности 2 . При этом =l
1)2( =−= EArangr  (т. к. 02 =− EA ). Следовательно, 

112 =−=− rn       и      l<− rn . 
Будем искать решения системы в виде 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+= dxc

bxae x2Y , 

т. е. полагаем 
  ,     . xebxay 2

1 )( += xedxcy 2
2 )( +=

Тогда 
 ,     . xebbxay 2

1 )22( ++=′ xeddxcy 2
2 )22( ++=′

Подставим  в исходную систему и получим: 2121 ,,, yyyy ′′

⎩
⎨
⎧

+++=++
−−+=++

xx

xx

edxcbxaedxdc
edxcbxaebxba

22

22

)33()22(
,)()22(  
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или, после сокращения на : xe2

⎩
⎨
⎧

+++=++
−−+=++

;3322
,22
dxcbxadxdc

dxcbxabxba    

⇒   
⎩
⎨
⎧

=+−+−−
=++++

.0)()(
,0)()(

xdbdca
xdbcba

Приравнивая коэффициенты при равных степенях x, получим:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+
=−−
=+−−
=++

.0
,0
,0
,0

db
db
dca
cba

 

Или, после преобразований: 

⎩
⎨
⎧

=+
=++

.0
,0

db
cba

 

Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор 10
11 . Тогда переменные ,  будут зависи-

мыми, c  и  – свободными. Общее решение при этом будет иметь вид: 

a b

d

⎩
⎨
⎧

−=
−=

.
,

db
cda  

Находим фундаментальную систему решений: 
1=d , 0=c      ⇒  1=a ,  1−=b ; 
0=d , 1=c      ⇒  1−=a ,  0=b . 

Первое из решений фундаментальной системы ( 1=a , , 1−=b 0=c , 
) дает для системы дифференциальных уравнений решение 1=d

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= x

xe x 12
1Y , 

второе решение из фундаментальной системы ( 1−=a , , 0=b 1=c , 
) дает решение 0=d

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1

12
2

xeY . 

Найденные таким образом решения ,  образуют фундамен-
тальную систему решений и, следовательно, общее решение системы 
имеет вид: 

1Y 2Y

=+= 2YYY 211 CC ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
11 2

2
2

1
xx eCx

xeC .  ⋄ 
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Как показывает рассмотренный пример, чтобы найти решения для 
системы дифференциальных уравнений второго порядка, нам пришлось 
решать алгебраическую систему из четырех уравнений с четырьмя не-
известными. А если порядок исходной системы будет 3, то алгебраиче-
ская система будет содержать в лучшем случае шесть уравнений и 
шесть неизвестных (а в худшем – девять уравнений и неизвестных). И 
хотя мы в каждом случае точно знаем количество свободных перемен-
ных (их количество совпадает с кратностью корня), задача получается 
трудоемкая. 

Второй способ решения – найти k  линейно независимых решений 
системы дифференциальных уравнений, а недостающие k−l  решений 
искать в виде 

)( 1,10,1 xe x
+++ += kk1k DDY λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++= ++++ 2

2

2,21,20,
xxe x

kk2k2k DDDY λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅++= +++++ 32

3

3,3

2

2,31,30,3
xxxe x

kkkk3k DDDDY λ   и т.д. 

Здесь  – числовые матрицы-столбцы, определяемые так, чтобы  
были решениями системы дифференциальных уравнений. 

ijD iY

На первый взгляд кажется, что этот способ такой же трудоемкий, 
как и предыдущий. Но на самом деле это не так. Рассмотрим его приме-
нительно к системам дифференциальных уравнений 3-го порядка, т. е. к 
системам вида 

 AYY =′ , (21.7) 
где )  – матрица третьего порядка, ( ija=A ∈ija ℝ. 

Число характеристических корней матрицы совпадает с ее поряд-
ком, следовательно, если матрица  имеет кратный характеристиче-
ский корень 

A
λ , то его кратность  равна двум или трем. Рассмотрим 

каждый из этих случаев. 
l

а) Пусть 2=l , 1=− rn . 
В этом случае матрица  имеет один линейно независимый собст-

венный вектор , относящийся к собственному значению 
A

1D λ  и, следо-
вательно, 11 DY xeλ=  – решение системы (21.7). Еще одно решение сис-
темы дифференциальных уравнений будем искать в виде 
 )( 10 xe x

222 DDY += λ . 
Тогда )( 110 2222 DDDY ++=′ xe x λλλ  
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и, подставляя  и  в (21.7), получаем: 2Y 2Y′
)()( 10110 xexe xx

22222 DDADDD +⋅=++ λλ λλ . 
После преобразований будем иметь: 

xx 10110 22222 ADADDDD +=++ λλ . 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , находим: 

⎩
⎨
⎧

=+
=

202120

2121
ADDD
ADD

λ
λ ,      или      

⎩
⎨
⎧

=−
=−

.
,
212020

2121
DDAD
ODAD

λ
λ

 ⇒   (21.8) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

.)(
,)(
2120

21
DDEA
ODEA

λ
λ

Первое уравнение системы (21.8) означает, что  – собственный век-
тор матрицы , относящийся к собственному значению 

21D
A λ  и, следова-

тельно, можем полагать 121 DD = . Тогда второе уравнение системы 
(21.8) перепишется в виде: 

 120 DDEA =− )( λ , 
т. е. в качестве  можно взять любое решение системы линейных 
уравнений 

20D
1DXEA =− )( λ . 

Таким образом, если 2=l  и 1=− rn , то рассматриваемая систе-
ма (21.7) имеет решения  
 

11 DY xeλ=   и  )( 10 xe x DDY 22 += λ , (21.9)

где   – собственный вектор матрицы , относящийся к собствен-
ному значению 

1D A
λ ;  

20D  – любое решение системы линейных уравнений 1DXEA =− )( λ . 
Найденные таким образом решения  и  входят в фундамен-

тальную систему решений, так как они линейно независимы.  
1Y 2Y

Действительно, рассматривая 
OYY 21 =+ βα , 

получаем  ODDD 1201 =++ xββα )( , 

⇒   
⎩
⎨
⎧

=+
=

.
,

ODD
OD

201

1
βα
β

По определению собственного вектора OD1 ≠ . Тогда из этой системы 
находим  0== βα .  
А это означает, что  и  – линейно независимы. 1Y 2Y

Замечани е .  При получении формул (21.9) нигде не использовал-
ся тот факт, что система дифференциальных уравнений третьего 
порядка. Следовательно, они останутся справедливыми и для ли-
нейной однородной системы порядка n . 
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ПРИМЕР 21.5. Найти общее решение системы 

⎩
⎨
⎧

+=′
−=′

.3
,
212

211
yyy

yyy  

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 

1) Матрица системы: 

 . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 31

11A

Ее характеристическая матрица: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−=− λ

λλ 31
11EA . 

Тогда 442 +−=− λλλEA , 
⇒   22,1 =λ . 

Итак, имеем характеристический корень кратности 2 . При этом =l
1)2( =−= EArangr  (т. к. 02 =− EA ). Следовательно, 

112 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.9). 

2) Найдем собственный вектор матрицы , относящийся к собст-
венному значению 2

A
=λ . Имеем: 

=− XEA )2( O=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−

2

1
231

121
x
x , 

⇒       или      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

0
0

11
11

2

1
x
x

⎩
⎨
⎧

=+
=−−

.0
,0

21

21
xx
xx

 ⇒  21 xx −=  – общее решение системы. 
Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 

Полагаем 1 и находим это решение:  2 =x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1

1
1D . 

Итак, получили, что  – собственный вектор матрицы , отно-
сящийся к собственному значению 2

1D A
=λ . Следовательно, решение сис-

темы дифференциальных уравнений: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== x

x
xx

e
eee 2

2
22

1
1

11 DY . 
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3) Второе решение системы дифференциальных уравнений найдем 
в виде  , )( 10

2 xe x DDY 22 +=
где  – любое решение системы линейных уравнений  
Имеем: 

20D 1DXEA =− )2( .

 =− XEA )2( 1D=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−

2

1
231

121
x
x , 

⇒       или      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

1
1

11
11

2

1
x
x

⎩
⎨
⎧

=+
−=−−

.1
,1

21

21
xx
xx

 ⇒  21 1 xx −=  – общее решение системы. 
Полагаем 0  и находим частное решение:  2 =x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0
1

20D . 

Подставляем  и  в  и получаем: 1D 20D 2Y

 . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= x

xexe xx 1
1
1

0
1 22

2Y

Найденные таким образом решения ,  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

1Y 2Y

=+= 2YYY 211 CC ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

x
xeCeC xx 1

1
1 2

2
2

1 .  ⋄ 

б) Пусть 3=l , 1=− rn . 
В этом случае матрица  имеет один линейно независимый собст-

венный вектор , относящийся к собственному значению 
A

1D λ  и, следо-
вательно, 11 DY xeλ=  – решение системы (21.7). Необходимо найти еще 
два решения. Второе решение системы дифференциальных уравнений 
будем искать в виде 
 . )( 10 xe x

222 DDY += λ

Условия, которым при этом будут удовлетворять  и  были 
нами уже получены ранее. А именно,  будет собственным вектором 
матрицы , относящимся к собственному значению 

20D 21D
21D

A λ , и, следователь-
но, можно считать ;  – любое решение системы линейных 
уравнений 

121 DD = 20D
1DXEA =− )( λ . 

Третье решение системы запишем в виде 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++=

2

2

210
xxe x

3333 DDDY λ . 
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Тогда 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅++=′ xxxe x

21

2

210 2 333333 DDDDDY λλλλ  

и, подставляя  и  в (21.7), получаем: 3Y 3Y′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅++

22

2

21021

2

210
xxexxxe xx

33333333 DDDADDDDD λλ λλλ . 

После преобразований будем иметь: 

( ) ( )
22

2

210

2

22110
xxxx ⋅++=⋅++++ 33333333 ADADADDDDDD λλλ . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , находим: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+
=

;
,
,2

303130

313231

323

ADDD
ADDD
ADD

λ
λ

λ
      

⇒   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=−

;
,

,

313030

323131

3232

DDAD
DDAD
ODAD

λ
λ
λ

 ⇒   (21.10) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=−

.)(
,)(

,)(

3130

3231

32

DDEA
DDEA
ODEA

λ
λ
λ

Первое уравнение системы (21.10) означает, что  – собствен-
ный вектор матрицы , относящийся к собственному значению 

32D
A λ  и, 

следовательно, можем полагать 132 DD = . Тогда второе уравнение сис-
темы (21.10) перепишется в виде: 

 131 DDEA =− )( λ , 
т. е. в качестве  можно взять любое решение системы линейных 
уравнений 

31D
1DXEA =− )( λ . Так как  тоже является решением этой 

системы, то можем полагать 
20D

2031 DD = . 
С учетом этого, третье уравнение системы (21.10) перепишется в виде: 

2030 DDEA =− )( λ , 
т. е. в качестве  можно взять любое решение системы линейных 
уравнений 

30D
20DXEA =− )( λ . 
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Таким образом, если 3=l  и 1=− rn , то рассматриваемая систе-
ма (21.7) имеет решения  
 

11 DY xeλ= , )( 10 xe x DDY 22 += λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++=

2

2

20
xxe x

1033 DDDY λ , (21.11)

где  – собственный вектор матрицы , относящийся к собствен-
ному значению 

1D A
λ ;  

20D  – любое решение системы линейных уравнений 1DXEA =− )( λ ; 
30D  – любое решение системы линейных уравнений 20DXEA =− )( λ . 
При этом легко доказать, что найденные таким образом решения 

, ,  будут линейно независимыми. 1Y 2Y 3Y
Замечани е .  При получении формул (21.11) нигде не использо-
вался тот факт, что система дифференциальных уравнений третье-
го порядка. Следовательно, они останутся справедливыми и для 
линейной однородной системы порядка . n

ПРИМЕР 21.6. Найти общее решение системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=′
+−−=′

+−=′

.84
,1362

,33

3213

3212

3211

yyyy
yyyy

yyyy
 

РЕШЕНИЕ. Система является линейной однородной с постоянными ко-
эффициентами. Следовательно, ее общее решение может быть найдено 
методом Эйлера.  

1) Матрица системы: 

 . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

=
841

1362
331

A

Ее характеристическая матрица: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−

−−
=−

λ
λ

λ
λ

841
1362
331

EA . 

Тогда 
323 )1(133 −−=+−+−=− λλλλλEA , 

⇒  13,2,1 =λ . 
Итак, имеем характеристический корень кратности 3 . При этом  =l
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⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−

−−
=⋅−

741
1372
330

1841
13162
3311

1 EA , 

072
30 ≠

−−
−      ⇒  2)( =−= EArangr . 

Следовательно, 123 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.11). 

2) Найдем собственный вектор матрицы , относящийся к собст-
венному значению 1

A
=λ . Имеем: 

=− XEA )( O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

3

2

1

741
1372
330

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

0
0
0

741
1372
330

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−
=+−−
=+−

.074
,01372
,033

321

321

32

xxx
xxx
xx

Как уже указывали выше, ранг матрицы системы равен 2 и в каче-

стве базисного минора можно выбрать, например, минор 72
30

−−
− . То-

гда переменные  будут зависимыми, а  свободной. Отбрасываем 
третье уравнение системы и находим общее решение: 

21, xx 3x

⎩
⎨
⎧

=+−−
=+−

;01372
,033

321

32
xxx
xx      ⇒   

⎩
⎨
⎧

=+
=

;1372
,33

321

32
xxx
xx

⇒   – общее решение. 
⎩
⎨
⎧

=
=

31

32
3

,
xx

xx

Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Полагаем 1 и находим это решение:  3 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
3

1D . 

Итак, получили, что  – собственный вектор матрицы , отно-
сящийся к собственному значению 1

1D A
=λ . Следовательно, решение сис-

темы дифференциальных уравнений: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
==

x

x

x

xx

e
e
e

ee
3

1
1
3

11 DY . 
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3) Второе решение системы дифференциальных уравнений будем 
искать в виде  , )( 10 xex DDY 22 +=
где  – любое решение системы линейных уравнений  
Имеем: 

20D 1DXEA =− )( .

 =− XEA )( 1D=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

3

2

1

741
1372
330

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

1
1
3

741
1372
330

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−
=+−−
=+−

.174
,11372
,333

321

321

32

xxx
xxx
xx

Выбирая переменные  зависимыми, а  свободной, получаем об-
щее решение 

21, xx 3x

  
⎩
⎨
⎧

+=
+−=

.33
,1

31

32
xx

xx

Полагаем 0  и находим частное решение:  3 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=
0
1

3
20D . 

Подставляем  и  в  и получаем: 1D 20D 2Y

 . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−
+

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

x
x
x

exe xx 1
33

1
1
3

0
1

3
2Y

4) Третье решение системы дифференциальных уравнений найдем 

в виде  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++=

2

2

20
xxe x

1033 DDDY λ , 

где  – любое решение системы линейных уравнений .  0D3 20DXEA =− )(
Имеем: 

 =− XEA )( 20D=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

3

2

1

741
1372
330

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

0
1

3

741
1372
330

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−
−=+−−

=+−

.074
,11372

,333

321

321

32

xxx
xxx
xx

Выбирая переменные  зависимыми, а  – свободной, получаем 
общее решение 

21, xx 3x
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⎩
⎨
⎧

+=
+−=

.34
,1

31

32
xx

xx

Полагаем  и находим частное решение:  03 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=
0
1

4
30D . 

Подставляем ,  и  в  и получаем: 1D 20D 30D 3Y

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+−−
++

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

2

2

2
2

3
5,0

5,01
5,134

21
1
3

0
1

3

0
1

4

x
xx
xx

exxe xxY . 

Найденные таким образом решения , ,  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

1Y 2Y 3Y

=++= 332 YYYY CCC 211  

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

21
1
3

0
1

3

0
1

4

1
1
3

0
1

3

1
1
3 2

321
xxeCxeCeC xxx  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+−−
++

+
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−
+

+
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

2

2

2

321
5,0

5,01
5,134

1
33

1
1
3

x
xx
xx

eC
x

x
x

eCeC xxx  

или, более подробно, 

  ⋄ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅+⋅+=
+−−++−+=
+++++=

.5,0
,)5,01()1(
,)5,134()33(3

2
3213

2
3212

2
3211

xeCxeCeCy
xxeCxeCeCy
xxeCxeCeCy

xxx

xxx

xxx

в) Пусть 3=l , 2=− rn . 
В этом случае матрица  имеет два линейно независимых собст-

венных вектора  и , относящихся к собственному значению 
A

1D 2D λ  и, 
следовательно, 11 DY xeλ= ,  – решения системы (21.7). Необ-
ходимо найти еще одно решение. Третье решение системы дифферен-
циальных уравнений будем искать в виде 

22 DY xeλ=

 )( 10 xe x
333 DDY += λ . 
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Условия, которым при этом будут удовлетворять  и , нами 
получены ранее. А именно,  будет собственным вектором матрицы 

, относящимся к собственному значению 

30D 31D
31D

A λ ;  – любое решение 
системы линейных уравнений 

30D
31DXEA =− )( λ . 

В нашем случае размерность собственного подпространства мат-
рицы  для собственного значения A λ  равна двум, а в качестве его бази-
са выбраны  и . Следовательно, 1D 2D

2131 DDD βα += , 

где α ,β  – некоторые числа, одновременно не равные нулю, которые 
следует выбрать так, чтобы система линейных уравнений 

31DXEA =− )( λ  была совместна. 
Замечани е .  Если  0== βα ,  то  ODDD 2131 =+= βα  и, следо-
вательно,  не будет собственным вектором. 31D

Таким образом, если 3=l  и 2=− rn , то рассматриваемая систе-
ма (21.7) имеет решения  
 

11 DY xeλ= ,  ,  22 DY xeλ= )( 10 xe x
333 DDY += λ , (21.12)

где  ,  – линейно независимые собственные векторы матрицы , 
относящиеся к собственному значению 

1D 2D A
λ ;  

 2131 DDD βα += , α ,β  – числа, одновременно не равные нулю, ко-
торые выбираются так, чтобы система линейных урав-
нений 31DXEA =− )( λ  была совместна; 

30D  – любое решение системы уравнений 31DXEA =− )( λ . 
При этом легко доказать, что найденные таким образом решения 

, ,  будут линейно независимыми. 1Y 2Y 3Y
Замечани е .  Формулы (21.12) останутся справедливыми и для 
линейной однородной системы порядка , так как при их получе-
нии не использовался тот факт, что система дифференциальных 
уравнений третьего порядка. 

n

ПРИМЕР 21.7. Найти общее решение системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=′
−=′

=′

.3
,

,2

323

322

11

yyy
yyy

yy
 

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 
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1) Матрица системы: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=
310
110

002
A . 

Ее характеристическая матрица: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=−

λ
λ

λ
λ

310
110

002
EA . 

Тогда 
32 )2()44)(2( −−=+−−=− λλλλλEA , 

⇒  23,2,1 =λ . 
Итак, имеем характеристический корень кратности 3 . При этом  =l

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=−

110
110

000

2310
1210

0022
2EA , 

⇒ 1)2( =−= EArangr . 
Следовательно, 213 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.12). 

2) Найдем собственные векторы матрицы , относящиеся к собст-
венному значению 2

A
=λ . Имеем: 

=− XEA )2( O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

3

2

1

110
110

000

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

0
0
0

110
110

000

3

2

1

x
x
x

⎩
⎨
⎧

=++⋅
=−−⋅

.00
,00

321

321
xxx
xxx

Выбрав  в качестве зависимой переменной, а  – свободны-
ми, получаем общее решение: 

3x 21, xx

213 0 xxx −⋅= . 
Находим фундаментальную систему решений: 

11 =x , 02 =x      ⇒  03 =x ; 
01 =x , 12 =x      ⇒  13 −=x . 

⇒  , . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
0
1

1D
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

1
1
0

2D

 

171



Итак, получили, что ,  – линейно независимые собственные 
векторы матрицы , относящиеся к собственному значению 

1D 2D
A 2=λ . 

Следовательно, решения системы дифференциальных уравнений: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
==

0
0
1

22 xx ee 11 DY ,     . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
==

1
1
0

22 xx ee 22 DY

3) Третье решение системы уравнений найдем в виде  
 )( 10 xe x

333 DDY += λ , 
где 2131 DDD βα += , α ,β  – числа, одновременно не равные нулю, ко-

торые выбираются так, чтобы система линейных уравнений 
31DXEA =− )( λ  была совместна; 

30D  – любое решение системы уравнений 31DXEA =− )( λ . 

Исследуем на совместность систему линейных уравнений 
21 DDXEA βαλ +=− )( . Имеем: 

=− XEA )2(
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

3

2

1

110
110

000

x
x
x

, 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=+

β
β
α

βαβα
1

1
0

0
0
1

21 DD ; 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

β
β
α

3

2

1

110
110

000

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=++⋅
=−−⋅
=

.0
,0
,0

321

321
β
β
α

xxx
xxx

Система будет совместна при 0=α  и ∈∀β ℝ. Пусть 0=α  и 1−=β . 
Тогда 22131 DDDD −=⋅−+⋅= )1(0  
и система для нахождения  имеет вид 30D

⎩
⎨
⎧

=++⋅
−=−−⋅

.10
,10

321

321
xxx
xxx  

Выбрав  в качестве зависимой переменной, а  – свободными, 
получаем общее решение: 

3x 21, xx

213 01 xxx −⋅−= . 
Полагаем ,  и находим частное решение:  01 =x 02 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
0

30D . 
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Подставляем  и  в  и получаем: 231 DD −= 30D 3Y

 . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
−=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

x
xexe xx

1

0

1
1
0

1
0
0

22
3Y

Найденные таким образом решения , ,  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

1Y 2Y 3Y

=++= 332 YYYY CCC 211  

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= xeCeCeC xxx

1
1
0

1
0
0

1
1
0

0
0
1

2
3

2
2

2
1  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
−+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

x
xeCeCeC xxx

1

0

1
1
0

0
0
1

2
3

2
2

2
1  

или, более подробно 

   ⋄ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=

=

.)1(
,

,

2
3

2
23

2
3

2
22

2
11

xx

xx

x

exCeCy
xeCeCy

eCy

ПРИМЕР 21.8. Найти общее решение системы AYY =′ , где  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
244
122
244

A . 

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 

1) Матрица системы: 

 . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
244
122
244

A

Ее характеристическая матрица: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−

−−
=−

λ
λ

λ
λ

244
122
244

EA . 

Тогда 32 )44( λλλλλλ −=−+−=− EA , 
⇒  03,2,1 =λ . 
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Итак, имеем характеристический корень кратности 3 . При этом  =l

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−

−−
=⋅−

244
122
244

0244
1022
2404

0 EA , 

⇒ 1)0( =⋅−= EArangr . 
Следовательно, 
 213 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.12). 

2) Найдем собственный вектор матрицы , относящийся к собст-
венному значению 0

A
=λ . Имеем: 

=⋅− XEA )0( O=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

3

2

1

244
122
244

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

0
0
0

244
122
244

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−
=+−
=+−

.0244
,022
,0244

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Как уже указывали выше, ранг матрицы системы равен 1 и в каче-
стве базисного минора можно выбрать, например, минор 1 . Тогда пе-
ременная  будет зависимой, а  – свободными. Отбрасываем пер-
вое и третье уравнение системы и находим общее решение: 

3x 21, xx

022 321 =+− xxx ,   
⇒  213 22 xxx +−=   – общее решение. 

Фундаментальная система решений состоит из двух решений. По-
лагая 0,1 21 == xx   и  1,0 21 == xx , находим их:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

2
0
1

1D ,  . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2
1
0

2D

Итак, получили, что  и  – собственные векторы матрицы , 
относящиеся к собственному значению 0

1D 2D A
=λ . Следовательно, решение 

системы дифференциальных уравнений: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
== ⋅

2
0
1

0
11 DY xe      и     . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
== ⋅

2
1
0

2
0

2 DY xe
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3) Третье решение системы уравнений найдем в виде  
 )( 10 xe x

333 DDY += λ , 
где 2131 DDD βα += , α ,β  – числа, одновременно не равные нулю, ко-

торые выбираются так, чтобы система линейных уравнений 
31DXEA =− )( λ  была совместна; 

30D  – любое решение системы уравнений 31DXEA =− )( λ . 

Исследуем на совместность систему линейных уравнений 
21 DDXEA βαλ +=− )( . Имеем: 

 =⋅− XEA )0(
⎟
⎟
⎟
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⎞
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⎜
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Умножим вторую строку на –2 и 2 и прибавим к первой и третьей стро-
ке соответственно. В результате получим систему линейных уравнений: 
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Система будет совместна при 0422 =+−=− βαβα , где β  – любое 
действительное число. Пусть 

1=β      ⇒  2=α . 

Тогда  
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2 2131 DDD

и система для нахождения  имеет вид 30D
{ ,122 321 =+− xxx  

Выбрав  в качестве зависимой переменной, а  – свободными, 
получаем общее решение: 

3x 21, xx

213 221 xxx +−= . 
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Полагаем ,  и находим частное решение:  01 =x 02 =x
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Подставляем и  в  и получаем: 2131 DDD +⋅= 2  30D 3Y
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Найденные таким образом решения , ,  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 
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или, более подробно 
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  ⋄ 

Итак, мы рассмотрели метод Эйлера в трех случаях: 
1) характеристические корни матрицы  действительны и различны; A
2) характеристические корни матрицы  различны, но среди них есть 

комплексные; 
A

3) характеристические корни матрицы  действительны, но среди них 
есть кратные. 

A

Не рассмотренным остался случай, когда среди характеристических 
корней матрицы  есть кратные комплексные корни. В этой ситуации 
алгебраические трудности метода Эйлера возрастают настолько, что 
лучше использовать другие методы интегрирования. 

A

 

176




