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Ñîäåðæàíèå ðàçäåëîâ è òåì ëåêöèîííîãî êóðñà

Ðàçäåë I: ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (14 ÷. ëåêöèé)

Ëåêöèÿ 1.

1.1. Ââåäåíèå. (1 ÷.)
Îá èñòîðèè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, åãî öåëè è ìåñòå â ìàòåìàòèêå. Îñíîâíûå

äàòû è èìåíà. Ñâÿçü ñ äðóãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè: àëãåáðà, ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç, êîìïëåêñíûé àíàëèç, îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.

1.2. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. (1.÷)
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû: ìåòðèêà, íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-

Øâàðöà, Ïðèìåðû: ïðîñòðàíñòâà Rn
p (1 ≤ p ≤ ∞, n ≥ 1), lp (1 ≤ p ≤ ∞), äðóãèå

ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, äèñêðåòíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Ëåêöèÿ 2.
1.3. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. (1.÷)
Íåïðåðûâíîñòü. Èçîìåòðèÿ. Ãîìåîìîðôèçì. Ïðèìåðû.
1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. (1 ÷.)
Ñõîäèìîñòü, ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
1.5∗. Ñõîäèìîñòü (â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå) íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé. Ýêâèâàëåíòíîñòü

ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé.
1.6∗. Íåïðåðûâíîñòü (â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå) ïî Ãåéíå (ñåêâåíöèàëüíàÿ

íåïðåðûâíîñòü). Ýêâèâàëåíòíîñòü íåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåéíå.

Ëåêöèÿ 3.
1.7. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. (1 ÷.)
Øàðû â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, îêðåñòíîñòü, òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ, ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà, èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà, çàìûêàíèå. Ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
1.8. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà. (1 ÷.)
Ïðèìåðû. Ñâÿçü ìåæäó îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Òåîðåìû î ïåðåñå÷åíèè

è îáúåäèíåíèè îòêðûòûõ (çàìêíóòûõ) ìíîæåñòâ.

Ëåêöèÿ 4.
1.9. Ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà, ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàíñòâà. (1 ÷.)
Ïðèìåðû ñåïàðàáåëüíûõ (Rn

p , lp) è íå ñåïàðàáåëüíûõ (M) ïðîñòðàíñòâ.
1.10. Ïîëíîòà. (1 ÷.)
Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèìåðû ïîëíûõ (Rn

p , lp, C[a, b]) è íåïîëíûõ
ïðîñòðàíñòâ (C2[a, b]).

Ëåêöèÿ 5.
1.11. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ. (1 ÷.)
Òåîðåìà î âëîæåííûõ øàðàõ.
1.12. Òåîðåìà Áýðà. (1 ÷.)

Ëåêöèÿ 6.
1.13. Ïîëíîòà è ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. (1 ÷.)
1.14. Ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà. (1 ÷.)
Ïðèìåðû: ïîïîëíåíèå Q ñóòü R, ïîïîëíåíèå C2([a, b]).

Ëåêöèÿ 7.
1.15. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. (1 ÷.)

2



1.16. Åãî ïðèìåíåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. (1 ÷.)

1.17∗. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàçäåë II: Ëèíåéíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ôóíêöèîíàëû (20 ÷. ëåêöèé)

Ëåêöèÿ 8.
2.1∗. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, ðàçìåðíîñòü, áàçèñ, ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
2.2. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (1 ÷.)
Íîðìà, ñðàâíåíèå ñ ìåòðèêîé, áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (Rn, C([a, b])). Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì.
2.3∗. Tåîðåìà î ïîïîëíåíèè íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.
2.4. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. (1 ÷.)
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (íàä ïîëåì R). Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Óãîë

ìåæäó âåêòîðàìè.
2.5∗. Tåîðåìà î ïîïîëíåíèè åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëåêöèÿ 9.
2.6. Îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû. (1 ÷.)
Ïðèìåðû. Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà-Øìèäòà. Òåîðåìà îá îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

â ñåïàðàáåëüíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
2.7. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ. (1 ÷.)

Ëåêöèÿ 10.
2.8. Ïîëíûå è çàìêíóòûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû. (1 ÷.)
Òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà.
2.9. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå. (1 ÷.)
Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî èçîìîðôíî Rn; ëþáîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî

èçîìîðôíî l2.
2.10. Ïîäïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ. (1 ÷.)
Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðÿìàÿ ñóììà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
2.11∗. Ñâîéñòâî ïàðàëëåëîãðàììà.
2.12∗. Êîìïëåêñíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íàä ïîëåì

C.
Ëåêöèÿ 11.
2.13. Ôóíêöèîíàëû. (1 ÷.)
Îïðåäåëåíèÿè ïðèìåðû.
2.14. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. (1 ÷.)
Ìàêñèìóìû (ìèíèìóìû) ôóíêöèîíàëîâ, òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Òåîðåìà îá ε-

ñåòè. Íåêîìïàêòíîñòü øàðà â áåñêîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.
2.15∗. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà

Àðöåëà.

Ëåêöèÿ 12.
2.16. Ôóíêöèîíàëû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. (1 ÷.)
Îãðàíè÷åííîñòü, íîðìà ôóíêöèîíàëà, íåïðåðûâíîñòü.
2.17. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. (1 ÷.)
2.18∗. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ëåêöèÿ 13.
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2.19. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. (1 ÷.)
2.20. Òåîðåìà îá îáùåì âèäå íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà ïîëíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. (1 ÷.)

Ëåêöèÿ 14.
2.21. Âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðåôëåêñèâíîñòü. (1 ÷.)
2.22. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. (1 ÷.)
Îãðàíè÷åííîñòü ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
2.23∗. ∗-ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå. Îãðàíè÷åííîñòü ∗-ñëàáî

ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ëåêöèÿ 15.
2.24. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. (2 ÷.)

Ëåêöèÿ 16.
2.25. Ïðîèçâîäíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè. (2 ÷.)

Ëåêöèÿ 17.
2.26. Ïåðâîîáðàçíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè. (2 ÷.)

Ðàçäåë III: ëèíåéíûå îïåðàòîðû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ (14 ÷. ëåêöèé)

Ëåêöèÿ 18.

3.1. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Íåïðåðûâíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü (1 ÷.)
Ïðèìåðû: ëèíåéíûå îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èíòåãðàëüíûé

îïåðàòîð â L2(a, b), îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â Ck[a, b].
3.2. Íîðìà îïåðàòîðà (1 ÷.)

Ëåêöèÿ 19.
3.3. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ (1 ÷.)
Îïåðàöèè ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè. Êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ.
3.4. Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû (1 ÷.)
Ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ. Íåêîìïàêòíîñòü òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà

â áåñêîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

Ëåêöèÿ 20.
3.5. Ñèëüíàÿ (ïîòî÷å÷íàÿ) è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ

(1 ÷.)
Ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè.
3.6. Òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà (1 ÷.)
Îïèñàíèå óñëîâèé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ

Ëåêöèÿ 21.
3.7. Çàìêíóòûå îïåðàòîðû. (1 ÷.)
3.8. Òåîðåìà î çàìêíóòîì ãðàôèêå. (1 ÷.)

Ëåêöèÿ 22.
3.9. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. (1 ÷.)
Îïðåäåëåíèå, ëèíåéíîñòü, íåïðåðûâíîñòü ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (äëÿ ëèíåéíîãî).
3.10. Îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ. (1 ÷.)
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êîððåêòíîñòü ïî Àäàìàðó.
3.11. Îáðàòíûé îïåðàòîð. (1 ÷.)
Óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè. Ëåììà îá àííóëÿòîðå ÿäðà.

Ëåêöèÿ 23.
3.12. Íåïðåðûâíàÿ îáðàòèìîñòü. (1 ÷.)
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3.13. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè. (1 ÷.)
Òåîðåìà Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå. Ðÿä Íåéìàíà. Ïðèìåðû îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ.

Ëåêöèÿ 24.
3.14. Ñïåêòð îïåðàòîðà. Ðåçîëüâåíòà. (1 ÷.)
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Çàìêíóòîñòü ñïåêòðà. Òåîðåìà î

ñïåêòðàëüíîì ðàäèóñå.
3.15. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà. (1

÷.)

Ðàçäåë IV: ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ Ãèëüáåðòà (20 ÷. ëåêöèé)

Ëåêöèÿ 25.
4.1. Èíòåãðàë Ëåáåãà. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. (1 ÷.)
Ëåêöèÿ 26.
4.2. Èíòåãðàë Ëåáåãà. Îñíîâíûå ñâîéñòâà. (1 ÷.)
Ëåêöèÿ 27.
4.3. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Ñëó÷àé åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. (1 ÷.)
4.4. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. (1 ÷.)

Ëåêöèè 28.
4.5. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. (1 ÷.)
4.6. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà (Ãèëüáåðòà-Øìèäòà) äëÿ êîìïàêòíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (1 ÷.)

Ëåêöèè 29.
4.7. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû è åå ñëåäñòâèÿ. (1 ÷.)
4.8. Áàçèñû ñî ñâîéñòâîì äâîéíîé îðòîãîíàëüíîñòè.

Ëåêöèè 30.
4.9 Òåîðåìà îá èòåðàöèÿõ íåîòðèöàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ
4.10. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà
Ñëó÷àé êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ

Ëåêöèè 31.
4.11. Îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà
4.12. Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà.

Ëåêöèÿ 32.
4.13. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåì Ôðåäãîëüìà.
4.14. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Ëåêöèÿ 33.
4.15. Ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà.
Îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðû.
4.16. Îïåðàòîðû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà.
ßäðî îïåðàòîðà. Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. ßäðî ñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà.
Ëåêöèÿ 34.
4.17. Óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè.
4.18. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.
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Ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå) çàíÿòèé

Ðàçäåë I. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (14 ÷. ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé)

Ñåìèíàðû 1-2. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû (4 ÷.)

Ñåìèíàð 3. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ñõîäèìîñòü, îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.
(2 ÷.)

Ñåìèíàð 4. Ïîëíîòà (2 ÷.)

Ñåìèíàð 5. Ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà (2 ÷.)

Ñåìèíàðû 6-7. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (4 ÷.)

Ðàçäåë II. Ëèíåéíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ôóíêöèîíàëû (16 ÷.
ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé)

Ñåìèíàð 8. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (2 ÷.)
Ñåìèíàð 9. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2 ÷.)
Ñåìèíàð 10. Ïîëíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà (2 ÷.)
Ñåìèíàð 11. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà (2 ÷àñà)

Ñåìèíàð 12 Íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Òåîðåìà Õàíà Áàíàõà (2 ÷.)

Ñåìèíàð 13 Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (2 ÷.)
Ñåìèíàð 14 Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (2 ÷.)
Ñåìèíàð 15 Îáîáùåííûå ôóíêöèè (2 ÷.)
Ñåìèíàð 16 Ïðîèçâîäíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè (2 ÷.)
Ñåìèíàð 17 Ïåðâîîáðàçíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè (2 ÷.)

Ðàçäåë III. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ (14
÷. ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé)

Ñåìèíàðû 18�19. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Íåïðåðûâíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü, íîðìà
îïåðàòîðà. Ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè.

Ñåìèíàð 20. Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû.
Ñåìèíàð 21. Çàìêíóòûå îïåðàòîðû.
Ñåìèíàð 22. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.
Ñåìèíàðû 23. Îáðàòíûå îïåðàòîðû. Íåïðåðûâíàÿ îáðàòèìîñòü.
Ñåìèíàð 24. Ñïåêòð îïåðàòîðà. Ðåçîëüâåíòà.

Ðàçäåë IV. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ Ãèëüáåðòà (16 ïðàêòè÷åñêèõ
çàíÿòèé)

Ñåìèíàðû 25-26. Èíòåãðàë Ëåáåãà.

Ñåìèíàðû 27. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâàõ Ãèëüáåðòà.

Ñåìèíàðû 28�29. Ñïåêòð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.

Ñåìèíàðû 30. Áàçèñû ñ äâîéíîé îðòîãîíàëüíîñòüþ.

Ñåìèíàð 31�32. Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà.

Ñåìèíàð 33. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà ñ îïåðàòîðàìè Ãèëüáåðòà-
Øìèäòà âûðîæäåííûìè ÿäðàìè.

Ñåìèíàð 34. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè.
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Îñíîâíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà, èíôîðìàöèîííûå ðåñóðñû
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