
§ 15. Линейные неоднородные уравнения n-го порядка 

15.1. Метод вариации произвольных постоянных 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение 
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Если известно общее решение соответствующего однородного уравнения 
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то можно найти и общее решение неоднородного уравнения (15.1). 
Действительно, пусть  – фундаментальная система ре-

шений уравнения (15.2). Тогда его общее решение будет иметь вид 
nyyy ,,, 21 K

 nn yCyCyCy +++= K2211 , (15.3) 
где  – произвольные постоянные.  nCCC ,,, 21 K

Далее полагаем, что решение неоднородного уравнения по струк-
туре совпадает с решением соответствующего линейного однородного 
уравнения, т. е. имеет вид  
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где )  – некоторые пока неизвестные функции. (,),(),( 21 xCxCxC nK

Для определения n неизвестных )  есть пока только одно обяза-
тельное условие – функция (15.4) должна удовлетворять неоднородному 
уравнению (15.1). Следовательно, 

(xCi

)1( −n  условие для выбора функций 
 можно задать произвольно, лишь бы полученная система условий 

оказалась совместной. Например, можно потребовать, чтобы производ-
ные  функции (15.4) структурно совпадали с производны-
ми функции (15.3), т. е. чтобы они получались из соответствующих 
производных функции (15.3) заменой констант  функциями . 
Так как для функции (15.3) 
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а для функции (15.4) 
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то такое требование приведет к первому произвольному условию 
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Далее, для функции (15.3) 
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а для функции (15.4) (при условии а1) 
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что приводит ко второму произвольному условию 
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Продолжая этот процесс, в качестве ( 1−n )-го произвольного усло-
вия получим 
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Так как согласно нашим предположениям производные 
 функции (15.4) имеют вид  )1(,,, −′′′ nyyy K
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и из обязательного условия получаем: 
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Итак, требование, чтобы производные  функции 
(15.4) получались из соответствующих производных функции (15.3) за-
меной констант  функциями )  дало для функций 

 условия (а

)1(,,, −′′′ nyyy K

iC (xCi

)(,),(),( 21 xCxCxC nK 1), (а2), …, (аn), т. е. систему 
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 (15.5)

Система (15.5) – система n линейных уравнений с n неизвестными. 
Ее определитель – определитель Вронского . Так как 
функции  образуют фундаментальную систему решений од-
нородного уравнения, то по теореме 14.8 их определитель Вронского 
отличен от нуля при любом x. Поэтому система (15.5) совместна и име-
ет единственное решение. Решая ее, находим 
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Откуда получаем 
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где  – произвольные постоянные. Общее решение неоднородного 
уравнения тогда имеет вид 
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Изложенный выше метод нахождения решения линейного неодно-

родного уравнения n-го порядка получил название метода вариации 
произвольных постоянных. 

ПРИМЕР 15.1. Найти общее решение уравнения . xtgyy 2=+′′
РЕШЕНИЕ. Рассмотрим сначала соответствующее однородное уравне-
ние. Его характеристическое уравнение 012 =+λ  имеет корни i±=2,1λ . 
Поэтому общее решение соответствующего однородного уравнения 
имеет вид 

xCxCy sincos 21 += . 
Теперь рассмотрим неоднородное уравнение. Его общее решение 

может быть записано в виде 
xxCxxCy sin)(cos)( 21 += . 

Система для нахождения неизвестных функций )  будет для 
данного уравнения иметь вид 

(),( 21 xCxC
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Из этой системы  находим (например, по формулам Крамера) 
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где  – произвольные постоянные. Подставим  и )  в об-
щее решение неоднородного уравнения и получим 
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ПРИМЕР 15.2. Найти общее решение уравнения . xxyyxyx ln62 =+′−′′
РЕШЕНИЕ. Рассмотрим сначала соответствующее однородное уравнение 

02 =+′−′′ yyxyx . 

Это уравнение Эйлера. Введем новую переменную по формуле 
tex =      ⇒  xt ln= . 

В результате получим линейное однородное уравнение с постоянными 
коэффициентами. Найдем его характеристическое уравнение. Полагаем 

λxy = , 
⇒  1−=′ λλxy ,     2)1( −−=′′ λλλ xy . 

Подставив  в однородное уравнение и сократив на yyy ′′′,, λx , получим: 
01)1( =+−− λλλ , 

⇒  0122 =+− λλ . 
Полученное характеристическое уравнение имеет корни 12,1 =λ . Им со-
ответствуют решения 
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2

⇒ xxy =)(1 ,     xxxy ln)(2 = . 
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Тогда общее решение однородного уравнения будет иметь вид 
xxCxCy ln21 += . 

Теперь рассмотрим неоднородное уравнение. Прежде всего, запи-
шем его в виде  

x
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x
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(так как система (15.5) была получена для приведенного уравнения). 
Общее решение этого уравнения можно представить в виде 

xxxCxxCy ln)()( 21 ⋅+⋅= , 
где )  – функции, удовлетворяющие системе  (),( 21 xCxC

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+⋅′+′

=⋅′+⋅′

.ln6)1(ln)()(

,0ln)()(

21

21

x
xxxCxC

xxxCxxC
 

Решая эту систему по формулам Крамера, находим 
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Интегрируя, получаем 
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где  – произвольные постоянные.  21,CC
Подставим  и )  в общее решение неоднородного уравне-
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15.2. Линейные неоднородные уравнения n-го порядка с постоянными 
коэффициентами и правой частью специального вида  

Раскроем скобки в (15.6) и сгруппируем слагаемые следующим об-
разом:  
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)(~~)( ϕϕ . 

Заметим, что первая получившаяся сумма – общее решение соот-
ветствующего однородного уравнения, вторая – частное решение неод-
нородного уравнения (получается из общего решения при 0 ). Более 
того, оказалось, что в общем случае справедлива следующая теорема. 

~ =iC

ТЕОРЕМА 15.1 (О структуре общего решения линейного неоднородно-
го уравнения). Общее решение линейного неоднородного уравнения n-го 
порядка равно сумме общего решения )()()( 2211 xyCxyCxyC nn+++ K  
соответствующего ему однородного уравнения и любого частного ре-
шения y~  неоднородного уравнения, т. е. имеет вид 
 )()()()( 2211 xyCxyCxyCxy nn+++= K )(~ xy+ . (15.7) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Требуется доказать, что  
1)  функция (15.7) является решением линейного неоднородного урав-

нения n-го порядка при любых значениях констант ;  nCC ,,1 K

2) любое решение )  линейного неоднородного уравнения n-го по-
рядка может быть получено из (15.7) при некоторых значениях 
констант . 
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Чтобы убедиться в справедливости первого утверждения, доста-
точно подставить (15.7) в линейное неоднородное уравнение: 
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Докажем второе утверждение. Рассмотрим разность . Эта 
функция будет являться решением однородного уравнения. Действительно, 

)(~)(ˆ xyxy −
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Но если )  является решением линейного однородного 

уравнения, то она является линейной комбинацией фундаментальной 
системы решений этого однородного уравнения. Т. е. существуют такие 
значения , что 

(~)(ˆ xyxy −

nCC ˆ,,ˆ
1 K

)(~)(ˆ xyxy − )(ˆ)(ˆ)(ˆ
2211 xyCxyCxyC nn+++= K , 

⇒  )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ 2211 xyCxyCxyCxy nn+++= K )(~ xy+ .   ∎ 

Таким образом, интегрирование линейного неоднородного диффе-
ренциального уравнения можно свести к интегрированию соответст-
вующего однородного уравнения и нахождению какого-либо частного 
решения неоднородного уравнения. Однако обычно нахождение частно-
го решения неоднородного уравнения представляет собой достаточно 
трудную задачу. Исключение составляют дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами и правой частью вида 
 )(xf [ ]xxPxxP ks

xe ββα sin)(cos)( += , (15.8) 
где )  – многочлены степени s и k соответственно, (),( xPxP ks α и β  – 
некоторые числа. Функцию (15.8) принято называть функцией специ-
ального вида. Для таких уравнений удалось выяснить структуру частно-
го решения. А именно, была доказана следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 15.2 (о структуре общего решения линейного неоднородно-
го уравнения с постоянными коэффициентами и правой часть специаль-
ного вида). Если правая часть )(xf  линейного неоднородного уравнения 
с постоянными коэффициентами имеет специальный вид (15.8), то ча-
стное решение такого уравнения может быть найдено в виде 
 [ xxTxxRxy mm

xe ββ ]α sin)(cos)(~ += l , (15.9) 
где  и )  – некоторые многочлены степени  (где  – боль-
шая из степеней многочленов  в правой части 

)
) )

(xRm (xTm m m
(),( xPxP ks (xf ),  – 

кратность характеристического корня 
l

iβα ±  ( 0=l , если число iβα ±  
не является характеристическим корнем). 
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ПРИМЕРЫ. 
1. Если линейное неоднородное уравнение с постоянными коэффици-

ентами имеет правую часть )(xf )(xPs= , то частное решение тако-
го уравнения имеет вид: 
а) , если число 0)(~ xRy s= =λ  не является корнем характеристиче-
ского уравнения; 

б) , если число 0)(~ xRxy s⋅= l =λ  является корнем кратности  ха-
рактеристического уравнения. 

l

2. Если )(xf x
s exP α)(= , то частное решение имеет вид: 

а) , если число x
s exRy α)(~ = α  не является корнем характеристиче-

ского уравнения; 
б) , если число x

s exRxy α)(~ l= α  является корнем кратности  ха-
рактеристического уравнения. 

l

3. Если )(xf xxPxxP ks ββ sin)(cos)( += , (где один из многочленов 
 или )  может быть равен нулю), то частное решение име-

ет вид: 
)(xPs (xPk

а) xxTxxRy mm ββ sin)(cos)(~ += , если число iβ±  не является харак-
теристическим корнем уравнения; 

б) , если число [ xxTxxRxy mm ββ sin)(cos)(~ += l ] iβ±  является кор-
нем кратности  характеристического уравнения. l

Находя частное решение по теореме 15.2, многочлены  и 
 записывают с неопределенными коэффициентами, а затем опре-

деляют их, подставляя решение в дифференциальное уравнение. 

)

0

(xRm

)(xTm

ПРИМЕР 15.2. Найти общее решение уравнения  
xeyyy 382 =+′−′′ . 

РЕШЕНИЕ. Сначала рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 2 =+′−′′ yyy .  
Так как его характеристическое уравнение 0122 =+− λλ  имеет корни 

12,1 =λ , то общее решение однородного уравнения будет иметь вид  
xx ee xCCy 21 += . 

Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 
часть является произведением числа и показательной функции xe3 : 
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 )(xf xe38=      ⇒  3=α , 0=β , 0=s . 
При этом число 3=± iβα  не является корнем характеристического урав-
нения. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравнения надо искать 
в виде , xAey 3~ =
где A  – неизвестный коэффициент. 
Имеем:  ,     . xAey 33~ =′ xAey 39~ =′′
Подставим  в неоднородное уравнение и получим yyy ′′′ ~,~,~

xxxx eAeAeAe 3333 8329 =+⋅− , 
⇒  xx eAe 33 84 = , 

⇒  84 =A      или     2=A . 
Таким образом, – частное решение неоднородного уравне-

ния, а его общее решение имеет вид 

xey 32~ =

 )( 21
xx xeCeCy += xe32+ .⋄ 

ПРИМЕР 15.3. Найти общее решение уравнения  
)43(23 xeyyy x −=+′−′′ . 

РЕШЕНИЕ. Сначала рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 023 =+′−′′ yyy .  
Так как его характеристическое уравнение 0232 =+− λλ  имеет корни 

11 =λ , 22 =λ , то общее решение однородного уравнения будет иметь вид 
xx eCeCy 2

21 += . 
Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 

часть уравнения является произведением многочлена первой степени и 
показательной функции xe : 

)(xf )43( xex −=      ⇒ 1=α , 0=β , 1=s . 
При этом число 1=± iβα  является корнем характеристического урав-
нения кратности 1. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравне-
ния надо искать в виде 
 , )()(~ 2 BxAxeBAxxey xx +=+=
где A  и B  – неизвестные коэффициенты. 
Имеем:  [ ]))2(~ 2 BxABAxey x +++=′ , 

[ ])22()4(~ 2 BAxABAxey x ++++=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим yyy ′′′ ~,~,~

[ ] [ ] [ ] )43(2)2(3)22()4( 222 xBxAxBxABAxBAxABAxe xxxx eee −=+++++−++++ , 
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⇒  , [ ] )43()322()2364()23( 2 xeBBAxBBABAxAAAe xx −=−+++−−+++−

⇒  xBAxA 43)2(2 −=−+⋅− , 

⇒         
⎩
⎨
⎧

=−
−=−

;32
,42

BA
A

⇒  1,2 == BA . 
Таким образом,  – частное решение неоднородного 

уравнения, а его общее решение имеет вид 
)12(~ +⋅= xxey x

)( 2
21

xx ee CCy += )12( ++ xxex .⋄ 

ПРИМЕР 15.4. Найти общее решение уравнения   
xxyyy 2sin2cos452 +=+′+′′ . 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
052 =+′+′′ yyy . 

Характеристическое уравнение 0522 =++ λλ  имеет корни i212,1 ±−=λ . 
Поэтому общее решение этого однородного уравнения имеет вид 

xeCxeCy xx 2sin2cos 21
−− += . 

Правая часть уравнения xxxf 2sin2cos4)( += , т. е. 0=α , 2=β , 
степени многочленов при синусе и косинусе 0== ks . Так как число 

ii 2±=± βα  не является корнем характеристического уравнения, то ча-
стное решение неоднородного уравнения следует искать в виде 

 xBxAy 2sin2cos~ += . 
Имеем  

xAxBy 2sin22cos2~ −=′ ,     xBxAy 2sin42cos4~ −−=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим yyy ′′′ ~,~,~

( ) ( ) ( ) =++−+−− xBxAxAxBxBxA 2sin2cos52sin22cos222sin42cos4  
xx 2sin2cos4 += , 

⇒  xxxBABxABA 2sin2cos42sin)544(2cos)544( +=⋅+−−+⋅++− , 

⇒  xxxBAxBA 2sin2cos42sin)4(2cos)4( +=⋅+−+⋅+ , 

⇒    
⎩
⎨
⎧

=+−
=+

;14
,44

BA
BA

⇒  0=A ,   1=B . 
Таким образом xy 2sin~ = – частное решение неоднородного урав-

нения, а его общее решение имеет вид 
 )2sin2cos( 21 xCxCey x += − x2sin+ .⋄ 
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ПРИМЕР 15.5. Найти общее решение уравнения  
xyy cos=−′′ . 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 0=−′′ yy .  
Так как его характеристическое уравнение 012 =−λ  имеет корни 12,1 ±=λ , 
то общее решение однородного уравнения будет иметь вид 

xx eCeCy −+= 21 . 
Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 

часть уравнения является произведением многочлена нулевой степени 
(число 1) и тригонометрической функции :cos x  

xxf cos)( =      ⇒  0=α , 1=β , 0=s . 
При этом число ii ±=± βα  не является корнем характеристического 
уравнения. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравнения надо 
искать в виде 
 xBxAy sincos~ += , 
где A  и B  – неизвестные коэффициенты. 
Имеем:  xBxAy cossin~ +−=′ , 

xBxAy sincos~ −−=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим: yyy ′′′ ~,~,~

[ ] xxBxAxBxA cossincos]sincos[ =+−+− , 

⇒  xxBxA cossin2cos2 =−− , 

⇒        ⇒  
⎩
⎨
⎧

=
=−

;02
,12

B
A 0,

2
1

=−= BA . 

Таким образом, xy cos
2
1~ −=  – частное решение неоднородного 

уравнения, а его общее решение имеет вид 

xeCeCy xx cos
2
1

21 −+= − . ⋄ 

ПРИМЕР 15.6. Найти общее решение уравнения  
xyy cos=+′′ . 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 0=+′′ yy .  
Так как его характеристическое уравнение 012 =+λ  имеет корни i±=2,1λ , 
то общее решение однородного уравнения будет иметь вид 

xCxCy sincos 21 += . 
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Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 
часть уравнения является произведением многочлена нулевой степени 
(число 1) и тригонометрической функции :cos x  

xxf cos)( =    ⇒ 0=α , 1=β , 0=s . 
При этом число ii ±=± βα  является корнем характеристического урав-
нения кратности 1. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравне-
ния надо искать в виде 
 )sincos(~ xBxAxy += , 
где A  и B  – неизвестные коэффициенты. 
Имеем:  [ ] ]cossin[sincos~ xBxAxxBxAy +−⋅++=′ , 

[ ] ]sincos[)cossin2~ xBxAxxBxAy −−⋅++−⋅=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим: yyy ′′′ ~,~,~

[ ] xxBxAxxBxAxxBxA cos]sincos[]sincos[)cossin2 =+⋅+−−⋅++−⋅ , 

⇒  [ ] xxBxA cos)cossin2 =+−⋅ , 

⇒        ⇒  
⎩
⎨
⎧

=
=−

;12
,02

B
A

2
1,0 == BA . 

Таким образом, xxy sin
2

~ =  – частное решение неоднородного урав-

нения, а его общее решение имеет вид 

xxxCxCy sin
2

sincos 21 ++= . ⋄ 

При нахождении частных решений линейного неоднородного 
уравнения часто оказывается полезной следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 15.3 (о наложении решений). Если и  – частные 
решения уравнений 

)(~
1 xy  )(~

2 xy

)()()()()( 11
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K , 

)()()()()( 21
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K  

соответственно, то функция )(~)(~)(~
21 xyxyxy +=  будет являться ре-

шением уравнения 
 . (15.10) )()()()()()( 211

)2(
2

)1(
1

)( xfxfyxayxayxayxay nn
nnn +=+′++++ −
−− K

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Чтобы убедится в справедливости теоремы, дос-
таточно подставить функцию )(~)(~)(~ xyxyxy 21 +=  в уравнение (15.10): 

[ ] [ ] [ ] [ =++ ]′++++++ −
−

21211
)1(

211
)(

21
~~)(~~)(~~)(~~ yyxayyxayyxayy nn

nn K  
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[ ] +⋅+′⋅++⋅+= −
−

111
)1(

11
)(

1
~)(~)(~)(~ yxayxayxay nn

nn K  

[ ]=⋅+′⋅++⋅++ −
−

221
)1(

21
)(

2
~)(~)(~)(~ yxayxayxay nn

nn K  

)()( 21 xfxf += . ∎ 

ПРИМЕР 15.7. Найти общее решение уравнения  
22 22sin842 xxyyyy xe +=−′+′′−′′′ . 

РЕШЕНИЕ. Характеристическое уравнение 0842 23 =−+− λλλ  имеет 
корни 21 =λ  и i23,2 ±=λ . Поэтому общее решение соответствующего 
однородного уравнения имеет вид 

 . xCxCeCy x 2sin2cos 32
2

1 ++=
Правая часть )(xf  не имеет специального вида, но она состоит из 

двух слагаемых, каждое из которых имеет специальный вид. Обозначим 
,  и найдем частные решения  неодно-

родных уравнений 
xexf x 2sin)( 2

1 = 2
2 2)( xxf = 21

~,~ yy

)(842 1 xfyyyy =−′+′′−′′′      и     )(842 2 xfyyyy =−′+′′−′′′ . 
Тогда частное решение y~  исходного уравнения будет равно сумме этих 
частных решений, т. е.  
 21

~~~ yyy += . 
1) , т. е. xexf x 2sin)( 2

1 = 0=s , 2=α , 2=β , ii 22 ±=± βα . Так как 
число ii 22 ±=± βα  не является корнем характеристического уравне-
ния, то частное решение неоднородного уравнения с правой частью 

 следует искать в виде )(1 xf
 . )2sin2cos(~ 2

1 xBxAey x +=

Имеем: [ ]xABxBAey x 2sin)(2cos)(2~ 2
1 −++=′ , 

 [ ]xAxBey x 2sin2cos8~ 2
1 −=′′ , 

 [ ]xBAxABey x 2sin)(2cos)(16~ 2
1 −−+−=′′′ . 

Подставим 1111
~,~,~,~ yyyy ′′′′′′  в уравнение, и после приведения подобных сла-

гаемых, получим 
[ ]=−−+−⋅ xBAxABe x 2sin)168(2cos)168(2 xe x 2sin2 , 

⇒  =−−+− xBAxAB 2sin)168(2cos)168( xx 2sin2cos0 +⋅ , 

⇒        ⇒  
⎩
⎨
⎧

=−−
=−

;1816
,0168

AB
AB

40
1,

20
1

−=−= AB , 

 ⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= xxey x 2sin

20
12cos

40
1~ 2

1 ( )xxe x 2sin22cos
40
1 2 +−= . 
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2) , т. е. правая часть представляет собой многочлен 
степени 

2
2 2)( xxf =

2=s , 0== βα . Так как число 0=± iβα  не является корнем 
характеристического уравнения, то частное решение неоднородного 
уравнения с правой частью )  следует искать в виде (2 xf

 . CBxAxy ++= 2
2

~

Имеем BAxy +=′ 2~
2 ,     Ay 2~

2 =′′ ,     0~
2 =′′′y . 

Подставим 2222
~,~,~,~ yyyy ′′′′′′  в неоднородное уравнение, и после приведе-

ния подобных слагаемых, получим: 
22 2)2(4)(88 xCBAxBAAx =+−−−+− , 

⇒        ⇒  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=−

=−

;02
,0

,28

CBA
BA

A
0,

4
1,

4
1

=−=−= CBA . 

 ⇒  )(
4
1~ 2

2 xxy +−= . 

Итак, частное решение исходного неоднородного уравнения имеет вид 

21
~~~ yyy += ( )xxxe 2sin22cos

40
1 2 +−= )(

4
1 2 xx +− , 

а его общее решение  

( )xCxCCy xe 2sin2cos 32
2

1 ++= ( )xxxe 2sin22cos
40
1 2 +− )(

4
1 2 xx +− .⋄ 

§ 16. Понятие краевой задачи 

Решая дифференциальные уравнения, мы получаем множество ре-
шений. Чтобы выделить из этого множества одно решение, дополни-
тельно задают условия. До сих пор мы имели дело лишь с задачей Ко-
ши, т.е. условием выбора решения являлось значение функции и ее про-
изводных в некоторой точке. Но в дифференциальных уравнениях, на-
ряду с задачей Коши приходится решать и так называемые краевые (или 
граничные) задачи. В этих задачах условием выбора решения является 
значение искомой функции (или значение линейной комбинации иско-
мой функции и ее производных) на концах отрезка, на котором это ре-
шение рассматривается. 

Если удается найти общее решение дифференциального уравнения, 
отвечающего краевой задаче, то для решения самой задачи надо из гра-
ничных условий определить значения произвольных постоянных, вхо-
дящих в общее решение. При этом решение не всегда существует, а ес-
ли существует, то не всегда единственное. 
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