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1. Òî÷êà, ïðÿìàÿ, ïëîñêîñòü. Ãðóïïû àêñèîì Ãèëüáåðòà. Èíâàðèàíòû ïàðàë-
ëåëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

2. ×åðòåæè ïëîñêèõ ôèãóð. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïëîñêîñòè íà ïëîñêîñòü.

3. Òåîðåìà Ïîëüêå-Øâàðöà (áåç äîêàçàòåëüñòâà). ×åðòåæè êóáà, ïðàâèëü-
íûõ òåòðàýäðà è îêòàýäðà. Ïîñòðîåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè êóáà (áåç äî-
êàçàòåëüñòâà).

4. Âåêòîð. Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ. Êîëëèíåàðíûå è êîìïëàíàðíûå âåêòîðû.
5. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè è èõ ñâîéñòâà. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
6. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòî-

ðîâ. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåê-
òîðîâ.

7. Áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïðÿìîé,
ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå. Ïîñòðîåíèå äàííîãî âåêòîðà â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè äàííûõ âåêòîðîâ áàçèñà.

8. Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû âåêòîðà, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
ñèñòåìû âåêòîðîâ. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìî-
ñòè âåêòîðîâ.

9. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ è ñâîéñòâà êîëëèíåàðíîñòè è êîìïëàíàð-
íîñòè.

10. Äåêàðòîâû ïðÿìîóãîëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè è â ïðî-
ñòðàíñòâå. Êîîðäèíàòû âåêòîðà è òî÷êè. Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèé âåêòîðà íà êî-
îðäèíàòíûå îñè.

11. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè. Çîëîòîå ñå÷åíèå. Àëãåáðàè÷åñêèå
ìîäåëè è ÷åðòåæè ïðàâèëüíûõ èêîñàýäðà è äîäåêàýäðà.

12. Ïîëÿðíûå, öèëèíäðè÷åñêèå, ñôåðè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçü ñ äå-
êàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè.

13. Êîîðäèíàòû òî÷êè, äåëÿùåé îòðåçîê â äàííîì îòíîøåíèè. Êîîðäèíàòû
òî÷êè öåíòðà òÿæåñòè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

14. Ñâÿçü êîîðäèíàò òî÷åê â ïîëÿðíîé, öèëèíäðè÷åñêîé, ñôåðè÷åñêîé ñèñòå-
ìàõ êîîðäèíàò ñ åå äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè.

15. Ïðîåêöèÿ âåêòîðà è åãî ÷èñëîâàÿ ïðîåêöèÿ. Ñâîéñòâà ýòèõ ïðîåêöèé.
16. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è åãî ñâîéñòâà.
17. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç

êîîðäèíàòû äàííûõ âåêòîðîâ, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè
äâóõ âåêòîðîâ.

18. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ïàðû è òðîéêè âåêòîðîâ. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ñâîé-
ñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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19. Êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Âû-
ðàæåíèå ÷åðåç âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå óñëîâèÿ êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ. Ïðè-
ìåðû àëãåáð Ëè.

20. Òîæäåñòâî ßêîáè.
21. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òð¼õ âåêòîðîâ. Íàõîæäåíèå ñìåøàííîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ âåêòîðîâ ÷åðåç èõ êîîðäèíàòû â îðòîíîðìèðîâàííîì è ïðîèçâîëüíîì
áàçèñå.

22. Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Âû÷èñëåíèå îáú¼ìà òåòðàýäðà ïî
êîîðäèíàòàì åãî âåðøèí.

23. Çàìåíà ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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Òèïîâûå çàäà÷è

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíû AD, BE è CF. Ïðåäñòàâèòü
âåêòîðû ~AD, ~BE è ~CF . â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ ~AB è ~AC.

2. Òî÷êè E è F ñëóæàò ñåðåäèíàìè ñòîðîí AB è CD ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD (ïëîñêîãî èëè ïðîñòðàíñòâåííîãî). Äîêàçàòü, ÷òî EF = BC+AD

2
. Âûâå-

ñòè îòñþäà òåîðåìó î ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè.
3. Òî÷êè K è L ñëóæàò ñåðåäèíàìè ñòîðîí BC è CD ïàðàëëåëîãðàììà

ABCD. Âûðàçèòü âåêòîðû ~BC è ~CD ÷åðåç âåêòîðû ~AK è ~AL.
4. Íà ñòîðîíå AD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD îòëîæåí îòðåçîê AK = 1

5
AD,

à íà äèàãîíàëè AC � îòðåçîê AL = 1
6
AC. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû ~KL è ~LB

êîëëèíåàðíû, è íàéòè îòíîøåíèå
~KL
~LB
.

5. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ: 1) êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ íóëå-
âîé âåêòîð, ëèíåéíî çàâèñèìà; 2) êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ äâà
ðàâíûõ âåêòîðà, ëèíåéíî çàâèñèìà.

6. Äàíû òðè âåêòîðà a(1, 2), b(−5,−1), c(−1, 3). Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
2a+ 3b− c, 16a+ 5b− 9c.

7. Ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðû a(4, 1, 1), b(1, 2,−5) è c(−1, 1, 1) îáðàçóþò áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ l(4, 4,−5), m(2, 4,−10) è n(0, 3,−4)
â ýòîì áàçèñå.

8. Äàí ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF . Ïðèíèìàÿ çà áàçèñíûå âåêòî-
ðû ~AB è ~AF , íàéòè â ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~BC, ~CD, ~EF , ~BD, ~CF , ~CE.

9. Äàí ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA1B1C1D1. Ïðèíèìàÿ çà íà÷àëî êîîðäèíàò
âåðøèíó A, à çà áàçèñíûå âåêòîðû ~AB, ~AD è ~AA1, íàéòè êîîðäèíàòû:

1) âåðøèí C, D1 è C1;
2) òî÷åê K è L � ñåðåäèí ðåáåð A1B1 è CC1 ñîîòâåòñòâåííî;
3) òî÷åê M è N ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ãðàíåé A1B1C1D1 è ABB1A1 ñîîò-

âåòñòâåííî;
4) òî÷êè O ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëåïèïåäà.
10. Íàéòè ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè, ëåæàùåé íà øàðå ðàäèóñà 1,

çíàÿ åå øèðîòó 45◦ è äîëãîòó 330◦.
11. Íàéòè öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê ïî èõ ïðÿìîóãîëüíûì êîîðäè-

íàòàì: A(3,−4, 5), B(1,−1,−1), C(6, 0, 8).
12. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíû AD,BE,CF . Âû÷èñëèòü âû-

ðàæåíèå
( ~DC, ~AD) + ( ~CA, ~BE) + ( ~AB, ~CF ).

13. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b, åñëè:
1) |~a| = 3, |~b| = 1, 6 (~a,~b) = 45◦;

2) |~a| = 6, |~b| = 7, 6 (~a,~b) = 120◦;

3) |~a| = 4, |~b| = 2, 6 (~a,~b) = 90◦;

4) |~a| = 5, |~b| = 1, ~a è ~b) ñîíàïðàâëåíû;

5) |~a| = 3, |~b| = 2, ~a è ~b) = 45◦ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.
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14. Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäè-
íàòàìè:
1) ~a(3, 2,−5), ~b(10, 1, 2);
2) ~a(1, 0, 3), ~b(−4, 15, 1);
3) ~a(2, 1, 5), ~b(7,−9,−1).

15. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b, çàäàííûìè ñâîèìè êîîðäèíàòàìè:
1) ~a(1,−1, 1), ~b(5, 1, 1);
2) ~a(1,−1, 1), ~b(−2, 2,−2).

16. Äàí âåêòîð ~a(3, 3, 6). Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà ~b íà ïðÿ-
ìóþ, íàïðàâëåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì ~a, è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ âåêòîðà ~b îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé, åñëè âåêòîð ~b èìååò êîîðäèíàòû:
1)(2,-2,4), 2)(1,1,2), 3(4,0,-2).

17. Îáúÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âñåõ ðåøåíèé âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ
(~x,~a) = p äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà p, à òàêæå åãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, êîëëèíåàðíîãî
âåêòîðó ~a: 1) â ïëîñêîì ñëó÷àå; 2) â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå.

18. Íàéòè âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäè-
íàòàìè: 1) ~a(3,−1, 2), ~b(2,−3,−5);
2) ~a(2,−1, 1), ~b(−4, 2,−2);
3) ~a(6, 1, 0), ~b(3,−2, 0).

19. Ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA′B′C ′D′ çàäàí êîîðäèíàòàìè âåðøèí ðåáåð, âû-
õîäÿùèõ èç âåðøèíû A ñ êîîðäèíàòàìè A(1, 2, 3), B(9, 6, 4), C(3, 0, 4) è A′(5, 2, 6).
Íàéòè äëèíó ðåáðà AB, óãîë ìåæäó ðåáðîì AB è AC; ïëîùàäü îñíîâàíèÿ
ABCD, îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà è âû÷èñëèòü âûñîòó, îïóùåííóþ èç âåðøèíû
A′. Ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîóãîëüíàÿ.

20. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå

[~a, ~x] = ~b,

ãäå ~a = ~0, èìåëî ðåøåíèå. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.
21. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè â ñèñòåìå êîîðäèíàòO(1, 3, 3), ~e1(3, 3, 1), ~e2(3, 5, 2),

~e3(1, 2, 1) â ïðîñòðàíñòâå, åñëè èçâåñòíû åå êîîðäèíàòû x′, y′, z′ â ñèñòåìå êîîð-

äèíàò O′(−1, 0, 2), ~e′1(1,−2, 1), ~e′2(4, 2, 1), ~e′3(2,= 1, 3).
22. Äàí ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF . Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè

ïëîñêîñòè â ñèñòåìå êîîðäèíàò A, ~AB, ~AF , åñëè èçâåñòíû åå êîîðäèíàòû x′, y′ â
ñèñòåìå êîîðäèíàò C, ~CB, ~CE.

23. Íà ÷åðòåæå äàíû ïðîåêöèè òðåõ âåðøèí ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà.
Ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå øåñòèóãîëüíèêà.

24. Äàí ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÷åðòåæîì ïðà-
âèëüíîãî òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Íà ñòîðîíàõ AB è AC äàíû òî÷êè M è N ,
èçîáðàæàþùèå òî÷êè M1 è N1. Ïîñòðîéòå èçîáðàæåíèå öåíòðà îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà A1M1N1.

25. Äàí ÷åðòåæ ABC òðåóãîëüíèêà A1B1C1 è ñàì òðåóãîëüíèê A1B1C1. ×å-
ðåç âåðøèíó A1 ïðîâåäèòå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå, êîòîðûå íà ÷åðòåæå
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èçîáðàçÿòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè.
26. Ïîñòðîéòå îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ êóáà, åñëè äàí îòðåçîê, ðàâíûé ðåá-

ðó êóáà.
27. Ñäåëàéòå ÷åðòåæ ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ñ ðàâíûìè ðåáðàìè. Ïîñòðîéòå

íà ÷åðòåæå öåíòð ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû.
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Êàôåäðà àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß

Áèëåò �17

1. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç
êîîðäèíàòû äàííûõ âåêòîðîâ, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè
äâóõ âåêòîðîâ.

2. Çàäà÷à.
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