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1 Ïåðå÷åíü ýêçàìåíàöèîííûõ âîïðîñîâ.

1.1 Ìîäóëü 1. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

1.1. Ìåòðèêà. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâíûå ïðèìåðû.

1.2. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Íåïðåðûâíîñòü.
Èçîìåòðèÿ. Ãîìåîìîðôèçì. Ïðèìåðû.

1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñõîäèìîñòü,
ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1.4. Îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ñâîéñòâà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ.

1.5. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Ñâÿçü ìåæäó îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè
ìíîæåñòâàìè.

1.6. Ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà, ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû
ñåïàðàáåëüíûõ è íå ñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

1.7. Ïîëíîòà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðèìåðû ïîëíûõ è íåïîëíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

1.8. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìà î âëîæåííûõ
øàðàõ.

1.9. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìà Áýðà.

1.10. Ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà.

1.11. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

1.12. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ê äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé.

1.13. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ê äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.2 Ìîäóëü 2. Ëèíåéíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ôóíêöèîíàëû

2.1. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, ðàçìåðíîñòü,
áàçèñ, ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

2.2. Íîðìà, íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ. Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì.

2.3. Tåîðåìà î ïîïîëíåíèè íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.
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2.4. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Íåðàâåíñòâî
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè.

2.5. Tåîðåìà î ïîïîëíåíèè åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

2.6. Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà-Øìèäòà. Òåîðåìà îá îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå â ñåïàðàáåëüíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2.7. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ.

2.8. Ïîëíûå è çàìêíóòûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû.

2.9. Òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà.

2.10. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå ïîëíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

2.11. Ïîäïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ. Ïðÿìàÿ ñóììà
ïîäïðîñòðàíñòâ.

2.12. Ñâîéñòâî ïàðàëëåëîãðàììà.

2.13. Ôóíêöèîíàëû. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû.

2.14. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Ìàêñèìóìû (ìèíèìóìû) ôóíêöèîíàëîâ,
òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.

2.15. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà îá ε-ñåòè.

2.16. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Íåêîìïàêòíîñòü øàðà â áåñêîíå÷íîìåðíîì
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

2.17. Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà Àðöåëà.

2.18. Ôóíêöèîíàëû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îãðàíè÷åííîñòü, íîðìà ôóíêöèîíàëà, íåïðåðûâíîñòü.

2.19. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

2.20. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

2.21. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî.

2.22. Òåîðåìà îá îáùåì âèäå íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
íà ïîëíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2.23. Âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðåôëåêñèâíîñòü.

2.24. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Îãðàíè÷åííîñòü
ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

2.25 ∗-ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå. Îãðàíè÷åííîñòü
∗-ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

2.26. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.

2.27. Ïðîèçâîäíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè

2.28. Ïåðâîîáðàçíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè.
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1.3 Ìîäóëü 3. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

3.1. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Íåïðåðûâíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü.
3.2. Íîðìà îïåðàòîðà
3.3. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ. Îïåðàöèè

ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè. Êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ.
3.4. Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû. Ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ.
3.5. Íåêîìïàêòíîñòü òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà â áåñêîíå÷íîìåðíîì

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.
3.6. Ñèëüíàÿ (ïîòî÷å÷íàÿ) è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå

îïåðàòîðîâ. Ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè.
3.7. Òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà.
3.8. Çàìêíóòûå îïåðàòîðû. Òåîðåìà î çàìêíóòîì ãðàôèêå.
3.9. Ñîïðÿæåííûé äëÿ íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà. Îïðåäåëåíèå,

ëèíåéíîñòü, íåïðåðûâíîñòü ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.
3.10. Îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êîððåêòíîñòü

ïî Àäàìàðó.
3.11. Îáðàòíûé îïåðàòîð. Óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè.
3.12. Ëåììà îá àííóëÿòîðå ÿäðà.
3.13. Íåïðåðûâíàÿ îáðàòèìîñòü. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé

îáðàòèìîñòè.
3.14. Òåîðåìà Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå.
3.15. Ðÿä Íåéìàíà.
3.16. Ñïåêòð îïåðàòîðà. Ðåçîëüâåíòà. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Çàìêíóòîñòü ñïåêòðà. Òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîì
ðàäèóñå.

3.17. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîìïàêòíîãî
îïåðàòîðà.

1.4 Ìîäóëü 4. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ Ãèëüáåðòà

4.1. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Ñëó÷àé åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
4.2. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå

âåêòîðû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
4.3. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà (Ãèëüáåðòà-Øìèäòà) äëÿ êîìïàêòíîãî

ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
4.4. Áàçèñû ñî ñâîéñòâîì äâîéíîé îðòîãîíàëüíîñòè.
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4.5 Òåîðåìà îá èòåðàöèÿõ íåîòðèöàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ.
4.6. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà.

Ñëó÷àé êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ.
4.7. Îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà.
4.8. Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà.
4.9. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.
4.10. Ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà. Îïðåäåëåíèÿ,

ïðèìåðû.
4.11. Îïåðàòîðû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà. ßäðî

îïåðàòîðà. Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. ßäðî ñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà.

4.12. Óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè.
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2 Ïåðå÷åíü ýêçàìåíàöèîííûõ çàäàíèé

2.1 Çàäàíèÿ, îáùèå äëÿ âñåõ ìîäóëåé.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå.

2. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó.

3. Äîêàæèòå òåîðåìó.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ...

5. Òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ (âêëþ÷àåò â ñåáÿ îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëèðîâêè
òåîðåì è äîêàçàòåëüñòâà, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñêðûòèÿ çàäàííîé òåìû).

2.2 Çàäàíèÿ äëÿ ìîäóëÿ 1

1.1. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðè÷åñêèì.

1.2. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíûì.

1.3. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå îòîáðàæåíèå èçîìåòðèåé.

1.4. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå îòîáðàæåíèå ãîìåîìîðôèçìîì.

1.5. Ñõîäèòñÿ ëè äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â óêàçàííîì
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

1.6. Ãðàôè÷åñêè èçîáðàçèòå øàð â äàííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

1.6. Íàéäèòå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà.

1.7. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ìíîæåñòâî çàìêíóòûì.

1.8. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ìíîæåñòâî îòêðûòûì.

1.9. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíûì.

1.10. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíûì.

1.11. Ïîñòðîéòå ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà.

1.12 Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå îòîáðàæåíèå ñæèìàþùèì.

1.13. Äîêàæèòå, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå â óêàçàííîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

1.14. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ðåøèòå
äàííîå óðàâíåíèå.

1.15. Îöåíèòå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ
çàäàííîé òî÷íîñòè ïðè íàõîæäåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
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2.3 Çàäàíèÿ äëÿ ìîäóëÿ 2

2.1. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûì ñ óêàçàííûìè
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð.

2.2. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ìíîæåñòâî ïîäïðîñòðàíñòâîì
â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå.

2.3. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííûì.
2.4. Âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè äàííûå íîðìû ýêâèâàëåíòíûìè.
2.5. Ïîñòðîéòå ïîïîëíåíèå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.
2.6. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâûì.
2.7. Íàéäèòå óãîë ìåæäó äàííûìè âåêòîðàìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
2.9. Ïîñòðîéòå ïîïîëíåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
2.10. Îðòîãîíàëèçóéòå äàííûå âåêòîðà â óêàçàííîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå.
2.11. Ïîñòðîéòå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â äàííîì ñåïàðàáåëüíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
2.12. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äàííîãî âåêòîðà ïî óêàçàííîé

ñèñòåìå âåêòîðîâ.
2.13. Ïîñòðîéòå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå äàííîãî ìíîæåñòâà â

óêàçàííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
2.14. Ðàçëîæèòå ïðîñòðàíñòâî â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâà

è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.
2.15. Âûÿñíèòå, ìîæíî ëè â äàííîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñîãàñîâàííîå ñ íîðìîé.
2.16. Ôóíêöèîíàëû. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû.
2.17. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ìíîæåñòâî êîìïàêòíûì â

óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå.
2.18. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ôóíêöèîíàë â óêàçàííîì

ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûì.
2.19. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ôóíêöèîíàë â óêàçàííîì

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûì.
2.20. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ôóíêöèîíàë â óêàçàííîì

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûì.
2.21. Íàéäèòå íîðìó ôóíêöèîíàëà.
2.22. Îöåíèòå íîðìó ôóíêöèîíàëà.
2.23. Ïðîäîëæèòå ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ñ çàäàííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ñîõðàíèåíèåì íîðìû.
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2.24. Îïèøèòå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî.

2.24. Îïèøèòå âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî.

2.25. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ïðîñòðàíñòâî ðåôëåêñèâíûì.

2.26. Âûÿñíèòå, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî ñõîäèòñÿ
â óêàçàííîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

2.27. Âûÿñíèòå, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∗-ñëàáî ñõîäèòñÿ
â óêàçàííîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

2.28. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ îáîáùåííîé ôóíêöèè.

2.29. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ îáîáùåííîé ôóíêöèè.

2.4 Çàäàíèÿ äëÿ ìîäóëÿ 3

3.1. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé îïåðàòîð ëèíåéíûì.

3.2. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé îïåðàòîð íåïðåðûâíûì.

3.3. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé îïåðàòîð îãðàíè÷åííûì.

3.4. Íàéäèòå íîðìó îïåðàòîðà.

3.5. Îöåíèòå íîðìó îïåðàòîðà.

3.6. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé îïåðàòîð êîìïàêòíûì.

3.7. Âûÿñíèòå, ñõîäèòñÿ ëè äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ
ïîòî÷å÷íî â óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå.

3.8. Âûÿñíèòå, ñõîäèòñÿ ëè äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ
ðàâíîìåðíî â óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå.

3.9. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé îïåðàòîð çàìêíóòûì.

3.10. Íàéäèòå ñîïðÿæåííûé äëÿ äàííîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà
â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

3.11. Íàéäèòå îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà â íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå.

3.12. Îïèøèòå ñïåêòð äàííîãî îïåðàòîðà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

3.13. Íàéäèòå ðåçîëüâåíòó äàííîãî îïåðàòîðà â íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå.

3.14. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû äàííîãî
îïåðàòîðà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.
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2.5 Çàäàíèÿ äëÿ ìîäóëÿ 4

4.1. Íàéäèòå ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà â óêàçàííûõ
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4.2. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû äàííîãî
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â óêàçàííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

4.3. Ïîñòðîéòå áàçèñ ñî ñâîéñòâîì äâîéíîé îðòîãîíàëüíîñòè â .
â óêàçàííûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4.4 Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá èòåðàöèÿõ íåîòðèöàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ
ïîñòðîéòå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ â óêàçàííûõ
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4.5. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôðåäãîëüìà óêàæèòå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
äàííîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà.

4.6. Ðåøèòå äàííîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà.
4.7. Ðåøèòå äàííîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà.
4.8. Ðåøèòå äàííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà ñ îïåðàòîðîì

Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà.
4.9. Ðåøèòå äàííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì

â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå.
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3 Ýêçàìåíàöèîííûå áèëåòû.

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ñåìåñòð 5, ìèíèñåññèÿ 1, âàðèàíò 1.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà):
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó (2+2=4 áàëëà):
Î âëîæåííûõ øàðàõ.

3. Ïóñòü X ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1], a

ρ(x) = max
[a,b]
|x(t)− y(t)| + | cosx(0)− cos y(0)|.

(2+2+2+2 = 8 áàëëîâ)
a) Äîêàæèòå, ÷òî (X, ρ) åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
á) Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ïîëíûì.
â) Ïîñòðîéòå êàêîå-íèáóäü åãî ïîïîëíåíèå.
ã) Ñîâïàäàåò ëè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûé øàð B(0, 1) ñ

çàìûêàíèåì îòêðûòîãî øàðà B(0, 1) ?

4. a) Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè äîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèÿ x(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ

x(t) = sin (t) +

∫ t

0

sin (t+ τ)

100
x(τ) dτ.

á) Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà åäèíñòâåííîé (4+2 = 6 áàëëîâ).
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ñåìåñòð 5, ìèíèñåññèÿ 1, âàðèàíò 2.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà):
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó (2+2=4 áàëëà):
Áýðà.

3. Ïóñòü X ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1, 1],
a

ρ(x) = max
[a,b]
|x(t)− y(t)| + | cosx(0)− cos y(0)|.

(2+2+2+2 = 8 áàëëîâ)
a) Äîêàæèòå, ÷òî (X, ρ) åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
á) Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ïîëíûì.
â) Ïîñòðîéòå êàêîå-íèáóäü åãî ïîïîëíåíèå.
ã) Ñîâïàäàåò ëè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûé øàð B(0, 1) ñ

çàìûêàíèåì îòêðûòîãî øàðà B(0, 1) ?

4. a) Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè äîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [−1, 1] ôóíêöèÿ x(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ

x(t) = cos (t) +

∫ t

−1

cos (t+ τ)

100
x(τ) dτ.

á) Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà åäèíñòâåííîé (4+2 = 6 áàëëîâ).
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ñåìåñòð 5, ìèíèñåññèÿ 1, âàðèàíò 3.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
îòêðûòîãî øàðà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå (2+2=4 áàëëà)
òåîðåìó î ñâÿçè ìåæäó îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

3. Ïóñòü X ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b], a

ρ(x) = max
[a,b]
|x(t)− y(t)| +

(∫ b

a

|x(τ)− y(τ)|3 dτ
)1/3

.

a) Äîêàæèòå, ÷òî (X, ρ) åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî;
á) âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ïîëíûì.
(3+3 = 6 áàëëîâ)

4. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ìàëûõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ λ ∈ R â
ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíè

(Ax)(t) = λ

∫ x

a

x(τ) dτ + cos t.

á) Íàéäèòå íåïîäâèæíóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿA ïðè êàêîì-íèáóäü
çíà÷åíèè λ 6= 0.

â) ßâëÿåòñÿ ëè îíà åäèíñòâåííîé?
(3+3+2 = 8 áàëëîâ)
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ñåìåñòð 5, ìèíèñåññèÿ 1, âàðèàíò 4.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
çàìêíóòîãî øàðà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå (2+2=4 áàëëà)
òåîðåìó î ñâîéñòâàõ îïåðàöèè çàìêàíèÿ ìíîæåñòâ.

3. Ïóñòü X ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b], a

ρ(x) = max
[a,b]
|x(t)− y(t)| +

(∫ b

a

|x(τ)− y(τ)|5 dτ
)1/5

.

a) Äîêàæèòå, ÷òî (X, ρ) åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî;
á) âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ïîëíûì.
(3+3 = 6 áàëëîâ)

4. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ìàëûõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ λ ∈ R â
ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíè

(Ax)(t) = λ

∫ x

a

x(τ) dτ + sin t.

á) Íàéäèòå íåïîäâèæíóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿA ïðè êàêîì-íèáóäü
çíà÷åíèè λ 6= 0.

â) ßâëÿåòñÿ ëè îíà åäèíñòâåííîé?
(3+3+2 = 8 áàëëîâ)
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ñåìåñòð 5, ìèíèñåññèÿ 2, âàðèàíò 1.
1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (1 áàëë)
ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó (2+2=4 áàëëà)
Õàíà-Áàíàõà

3. Ïóñòü X ñîñòîèò èç âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå
[−1; 1].

a) Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè

(u, v) = u(0)v(0) +

∫ 1

−1
(t6 + 1)u(t)v(t) dt ?

á). ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëíûì?
â) ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî Y , ñîñòîÿùåå èç âñåõ íå÷åòíûõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1; 1] ïîäïðîñòðàíñòâîì â X?
ã) Âåðíî ëè, ÷òî Y ⊥ åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1, 1]?
ä) Îðòîãîíàëèçîâàòü â ïðîñòðàíñòâåX ñèñòåìó âåêòîðîâ {1, t, t2}
Îòâåòû îáîñíîâàòü. (3+3+3+3+3= 15 áàëëîâ)
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ñåìåñòð 5, ìèíèñåññèÿ 2, âàðèàíò 2.
1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (1 áàëë)
ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó (2+2=4 áàëëà)
Ðèññà-Ôèøåðà

3. Ïóñòü X ñîñòîèò èç âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå
[−1; 1].

a) Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè

(u, v) = u(0)v(0) +

∫ 1

−1
(t4 + 1)u(t)v(t) dt ?

á). ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëíûì?
â) ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî Y , ñîñòîÿùåå èç âñåõ íå÷åòíûõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1; 1] ïîäïðîñòðàíñòâîì â X?
ã) Âåðíî ëè, ÷òî Y ⊥ åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1, 1]?
ä) Îðòîãîíàëèçîâàòü â ïðîñòðàíñòâåX ñèñòåìó âåêòîðîâ {1, t3, t4}
Îòâåòû îáîñíîâàòü. (3+3+3+3+3= 15 áàëëîâ)
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ñåìåñòð 5, ìèíèñåññèÿ 2, âàðèàíò 3.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå (2+2=4 áàëëà)
ïåðâóþ òåîðåìó î Âåéåðøòðàññà äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ

íà êîìïàêòå â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Ñõîäèòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cos (2N + 1)t}∞N=1

à) â ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π);
b) ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π)
(2+2=4 áàëëà) ?

4. Ôóíêöèîíàë f : D(R)→ R ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈f, φ〉 = φ′(1)−
∫ 0

−∞
xφ(x) dx+

∫ ∞
0

xφ(x) dx, φ ∈ D(R).

Äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë ïðèíàäëåæèò D′(R) è íàéòè åãî
ïðîèçâîäíóþ. Êàêîâà åãî ïåðâîîáðàçíàÿ (2+2+2 =6 áàëëîâ)?

5. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà l3 óêàæèòå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Îòâåò
îáîñíîâàòü ïðÿìûì äîêàçàòåëüñòâîì (4 áàëëà).
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ñåìåñòð 5, ìèíèñåññèÿ 2, âàðèàíò 4.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
ïðåäêîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.
2.5. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå (2+2=4 áàëëà)
âòîðóþ òåîðåìó î Âåéåðøòðàññà äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ

íà êîìïàêòå â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Ñõîäèòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cos 2Nt}∞N=1

à) â ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π);
b) ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π) (3+3 = 6 áàëëîâ) ?
4. Ôóíêöèîíàë f : D(R)→ R ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈f, φ〉 = φ′(2) +

∫ 0

−∞
xφ(x) dx−

∫ ∞
0

xφ(x) dx, φ ∈ D(R).

Äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë ïðèíàäëåæèò D′(R) è íàéòè åãî
ïðîèçâîäíóþ. Êàêîâà åãî ïåðâîîáðàçíàÿ (2+2+2 =6 áàëëîâ)?

5. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà l4 óêàæèòå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Îòâåò
îáîñíîâàòü ïðÿìûì äîêàçàòåëüñòâîì (4 áàëëà).
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, Ñåìåñòð 6, ìèíèñåññèÿ 3, âàðèàíò 1.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
ñïåêòðà îïåðàòîðà.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó (2+2=4 áàëëà)
î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè

îïåðàòîðà.

3. Ïóñòü A : C[−1, 1] → C[−1, 1]. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò
îïåðàòîð

a) ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì (2 áàëëà);
â) êîìïàêòíûì (2 áàëëà).
Íàéòè åãî
ã) íîðìó (2 áàëëà);
ä) ñïåêòð è ðåçîëüâåíòó. (6 áàëëîâ);
ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð (I − 2A) íåïðåðûâíî îáðàòèìûì?
(2 áàëëà)

(Ax)(t) =

∫ 1

−1
(t2τ 4 + tτ 2 + t3)x(τ)dτ.
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, Ñåìåñòð 6, ìèíèñåññèÿ 3, âàðèàíò 2.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
îáðàòíîãî îïåðàòîðà.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå (2+2=4 áàëëà)
òåîðåìó î ëèíåéíîñòè îáðàòíîãî îïåðàòîðà îïåðàòîðà.

3. Ïóñòü A : C[−1, 1] → C[−1, 1]. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò
îïåðàòîð

a) ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì (2 áàëëà);
â) êîìïàêòíûì (2 áàëëà).
Íàéòè åãî
ã) íîðìó (2 áàëëà);
ä) ñïåêòð è ðåçîëüâåíòó. (6 áàëëîâ);
ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð (I−4A) íåïðåðûâíî îáðàòèìûì? (2 áàëëà)

(Ax)(t) =

∫ 1

−1
(tτ 4 + t2τ 2 + t3)x(τ)dτ.
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, Ñåìåñòð 6, ìèíèñåññèÿ 3, âàðèàíò 3.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå (2+2=4 áàëëà)
ëåììó îá àííóëÿòîðå ÿäðà.

3. Ïóñòü A : C[−1, 1] → C[−1, 1]. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò
îïåðàòîð

a) ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì (2 áàëëà);
â) êîìïàêòíûì (2 áàëëà).
Íàéòè åãî
ã) íîðìó (2 áàëëà);
ä) ñïåêòð è ðåçîëüâåíòó. (6 áàëëîâ);
ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð (I−6A) íåïðåðûâíî îáðàòèìûì? (2 áàëëà)

(Ax)(t) =

∫ 1

−1
(t3τ 4 + t2τ 2 + t)x(τ)dτ.
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, Ñåìåñòð 6, ìèíèñåññèÿ 3, âàðèàíò 4.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå (2+2=4 áàëëà)
òåîðåìó î íîðìå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

3. Ïóñòü A : C[−1, 1] → C[−1, 1]. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò
îïåðàòîð

a) ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì (2 áàëëà);
â) êîìïàêòíûì (2 áàëëà).
Íàéòè åãî
ã) íîðìó (2 áàëëà);
ä) ñïåêòð è ðåçîëüâåíòó. (6 áàëëîâ);
ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð (I−8A) íåïðåðûâíî îáðàòèìûì? (2 áàëëà)

(Ax)(t) =

∫ 1

−1
(t2τ 2 + tτ)x(τ)dτ.
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, Ñåìåñòð 6, ìèíèñåññèÿ 4, âàðèàíò 1.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
èíòåãðàëà Ëåáåãà.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó (2+2=4 áàëëà)
Ëåáåãà îá îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè.

3. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ 1−
φ(x), ãäå φ(x) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå. ßâëÿåòñÿ ëè îíà èíòåãðèðóåìîé
ïî Ðèìàíó ? (3+2=5 áàëëîâ)

4. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð

A : L2[−π, π]→ L2[−π, π]

îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, åñëè

Ax =

∫ π

−π
(sin t cos τ + sin τ cos t) dτ

Íàéäèòå åãî ñîïðÿæåííûé. (2+2=4 áàëëà)

5. Ñ ïîìîùüþ òåîðåì Ôðåäãîëüìà âûÿñíèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ

x− Ax = y

â ïðîñòðàíñòâå L2[−π, π]. ßâëÿåòñÿ ëè åãî ðåøåíèå åäèíñòâåííûì,
êîãäà ñóùåñòâóåò. Íàéäèòå, åñëè ýòî âîçìîæíî, ðåøåíèå äëÿ y =
sin 2t. (2+1+2=5 áàëëîâ)
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, Ñåìåñòð 6, ìèíèñåññèÿ 4, âàðèàíò 2.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
ìåðû Ëåáåãà.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó (2+2=4 áàëëà)
Ôàòó.

3. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ 1+
φ(x), ãäå φ(x) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå. ßâëÿåòñÿ ëè îíà èíòåãðèðóåìîé
ïî Ðèìàíó ? (3+2=5 áàëëîâ)

4. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð

A : L2[−π, π]→ L2[−π, π]

îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, åñëè

Ax =

∫ π

−π
(sin 2t cos 2τ + sin 2τ cos 2t) dτ

Íàéäèòå åãî ñîïðÿæåííûé. (2+2=4 áàëëà)

5. Ñ ïîìîùüþ òåîðåì Ôðåäãîëüìà âûÿñíèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ

x− Ax = y

â ïðîñòðàíñòâå L2[−π, π]. ßâëÿåòñÿ ëè åãî ðåøåíèå åäèíñòâåííûì,
êîãäà ñóùåñòâóåò. Íàéäèòå, åñëè ýòî âîçìîæíî, ðåøåíèå äëÿ y =
sin 3t. (2+1+2=5 áàëëîâ)
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, Ñåìåñòð 6, ìèíèñåññèÿ 4, âàðèàíò 3.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó (2+2=4 áàëëà)
îäíî èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ëåáåãà.

3. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ x−
φ(x), ãäå φ(x) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå. ßâëÿåòñÿ ëè îíà èíòåãðèðóåìîé
ïî Ðèìàíó ? (3+2=5 áàëëîâ)

4. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð

A : L2[−π, π]→ L2[−π, π]

îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, åñëè

Ax =

∫ π

−π
(sin 3t cos 3τ + sin 3τ cos 3t) dτ

Íàéäèòå åãî ñîïðÿæåííûé. (2+2=4 áàëëà)

5. Ñ ïîìîùüþ òåîðåì Ôðåäãîëüìà âûÿñíèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ

x− Ax = y

â ïðîñòðàíñòâå L2[−π, π]. ßâëÿåòñÿ ëè åãî ðåøåíèå åäèíñòâåííûì,
êîãäà ñóùåñòâóåò. Íàéäèòå, åñëè ýòî âîçìîæíî, ðåøåíèå äëÿ y =
sin 5t. (2+1+2=5 áàëëîâ)
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, Ñåìåñòð 6, ìèíèñåññèÿ 4, âàðèàíò 4.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå (2 áàëëà)
èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó (2+2=4 áàëëà)
î ñîïðÿæåííîì îïåðàòîðå äëÿ îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà

3. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ 1−
φ(x), ãäå φ(x) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå. ßâëÿåòñÿ ëè îíà èíòåãðèðóåìîé
ïî Ðèìàíó ? (3+2=5 áàëëîâ)

4. Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð

A : L2[−π, π]→ L2[−π, π]

îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, åñëè

Ax =

∫ π

−π
(sin 5t cos 5τ + sin 5τ cos 5t) dτ

Íàéäèòå åãî ñîïðÿæåííûé. (2+2=4 áàëëà)

5. Ñ ïîìîùüþ òåîðåì Ôðåäãîëüìà âûÿñíèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ

x− Ax = y

â ïðîñòðàíñòâå L2[−π, π]. ßâëÿåòñÿ ëè åãî ðåøåíèå åäèíñòâåííûì,
êîãäà ñóùåñòâóåò. Íàéäèòå, åñëè ýòî âîçìîæíî, ðåøåíèå äëÿ y =
sin 8t. (2+1+2=5 áàëëîâ)
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 1

1. (4 á.) Òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ: Ïåðâàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà.

2. (5 á.) Íàéòè ñïåêòð îïåðàòîðà A : L2[−1, 1] → L2[−1, 1],
Ax(t) = t3x(t).

3. (3 á.) Íàéòè ïåðâûå òðè îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ó ôóíêöèè

y(x) =


−x, x < 0,

x, 0 ≤ x ≤ 2,

1, x > 2.

Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç δ-ôóíêöèþ Äèðàêà.

4. Íàéòè ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A(f)(x) =
∫ 1

−1(x
2−xy)f(y) dy â

ïðîñòðàíñòâå C[−1.1] (4 áàëëà), äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ðåçîëüâåíòû
(2 áàëëà). Áóäåò ëè ðåçîëüâåíòà êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì? (Îòâåò
îáîñíîâàòü � 2 áàëëà).

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 2

1. (4 á.) Òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ: Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà.

2. (5 á.) Íàéòè ñïåêòð îïåðàòîðà A : L2[−1, 2] → L2[−1, 2],
Ax(t) = t2x(t).

3. (3 á.) Íàéòè âñå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (sinx−1)y′ =
0.

4. Íàéòè ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðàA(f)(x) =
∫ π
−π(sinx+cos y)f(y) dy

â ïðîñòðàíñòâå C[−π.π] (4 áàëëà), äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ðåçîëüâåíòû
(2 áàëëà). Áóäåò ëè ðåçîëüâåíòà êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì? (Îòâåò
îáîñíîâàòü � 2 áàëëà).
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 3

1. (4 á.) Òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ: Âòîðàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà.

2. (5 á.) Íàéòè ñïåêòð îïåðàòîðà A : L2[0, 2] → L2[0, 2], Ax(t) =
(t− 5)x(t).

3. (3 á.) Íàéòè ïåðâûå äâå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ó ôóíêöèè

y(x) =


−1, x < −1,

x, − 1 ≤ x ≤ 1,

1, x > 1.

Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç δ-ôóíêöèþ Äèðàêà.

4. Íàéòè ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A(f)(x) =
∫ 1

0 (x + y)f(y) dy â
ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] (4 áàëëà), äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ðåçîëüâåíòû
(2 áàëëà). Áóäåò ëè ðåçîëüâåíòà êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì? (Îòâåò
îáîñíîâàòü � 2 áàëëà).

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 4

1. (4 á.) Òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ: Ñïåêòð îïåðàòîðà. Ñâîéñòâà ñïåêòðà
êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2. (5 á.) Íàéòè ñïåêòð îïåðàòîðà A : C[0, 2] → C[0, 2], Ax(t) =
etx(t).

3. (3 á.) Íàéòè âñå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (x2−1)y′ = 0.

4. Íàéòè ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A(f)(x) =
∫ π
0 (sin 2x+ y)f(y) dy

â ïðîñòðàíñòâå C[0, π] (4 áàëëà), äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ðåçîëüâåíòû
(2 áàëëà). Áóäåò ëè ðåçîëüâåíòà êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì? (Îòâåò
îáîñíîâàòü � 2 áàëëà).
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 5

1. (4 á.) Òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ: Òåîðåìà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà.

2. (5 á.) Íàéòè ñïåêòð îïåðàòîðà A : C[0, 2π]→ C[0, 2π], Ax(t) =
sin tx(t).

3. (3 á.) Íàéòè ïåðâûå òðè îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ó ôóíêöèè

y(x) =


sin x, x < 0,

cos x, 0 ≤ x ≤ π/2,

0, x > π/2.

Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç δ-ôóíêöèþ Äèðàêà.

4. Íàéòè ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðàA(f)(x) =
∫ π
−π(sinx+cos y)f(y) dy

â ïðîñòðàíñòâå C[−π.π] (4 áàëëà), äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ðåçîëüâåíòû
(2 áàëëà). Áóäåò ëè ðåçîëüâåíòà êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì? (Îòâåò
îáîñíîâàòü � 2 áàëëà).

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 6

1. (4 á.) Òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ: Òåîðåìà î êîìïàêòíîñòè ñïåêòðà
îïåðàòîðà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2. (5 á.) Íàéòè ñïåêòð îïåðàòîðà A : C[0, π] → C[0, π], Ax(t) =
eitx(t).

3. (3 á.) Íàéòè âñå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (sinx)y′ = 0.

4. Íàéòè ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A(f)(x) =
∫ 1

0 (x + y)f(y) dy â
ïðîñòðàíñòâå C[−1, 1] (4 áàëëà), äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ðåçîëüâåíòû
(2 áàëëà). Áóäåò ëè ðåçîëüâåíòà êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì? (Îòâåò
îáîñíîâàòü � 2 áàëëà).

30



Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Âòîðàÿ ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 1

1. (4 áàëëà) N = {x ∈ C[0, 1], x(0) +
∫ 1

1/2 x(t) tg t dt = 0}.
Äîêàçàòü, ÷òî N � ïîäïðîñòðàíñòâî â C[0, 1].

2. a) 2 áàëëà) Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà (x, y) =
∑∞

k=1
xkyk
k2 çàäàåò

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
m, ïðåâðàùàÿ åãî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

á) 2 áàëëà) Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè u1 = (1, 0, 1, 2, 0, 0, . . .)
è u2 = (0,−1, 2, 3, 4, 0, 0, . . .) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

â) 2 áàëëà) Îðòîãîíàëèçèðîâàòü ñèñòåìó âåêòîðîâ {u1, u2} â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå.

3. 2 áàëëà)ÏóñòüA,B � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Áóäåò ëè ìíîæåñòâî
A ∩B � âûïóêëûì? Îòâåò îáîñíîâàòü.

4. (4 áàëëà) Íàéòè íîðìó ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1],

f(x) = x(0) +
∫ 1/2

0 x(t)t dt.

5. (4 áàëëà) Áóäåò ëè ìíîæåñòâî {x ∈ l2 :
∑∞

n=1 n
2x2n < 1}

âûïóêëûì â l2? Îòâåò îáîñíîâàòü.
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Âòîðàÿ ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 2

1. (3 á.) Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå A : x(t) 7→ sin t + x(t2)/3
ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].

2. (4 á.) Íàéòè íîðìó ôóíêöèîíàëà f(x) = x(1)+x(0)+
∫ 1

−1 x(t) dt, x ∈
C[−1, 1].

3. (4 á.) Äîêàçàòü, ÷òî â L1[−1, 1] íåëüçÿ ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
ñîãëàñîâàííîå ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

4. (3 á.) ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â l2 ìíîæåñòâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, . . .), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x2−
x4 = 2.

5. (3 á.) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè xn → x â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå,
òî ||xn|| → ||x||.

6. (3 á.) Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî inf{d(x, y) : y ∈ A}. Ïóñòü A ⊂
M � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,d).
Äîêàçàòü, ÷òî d(x,A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ A.
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Âòîðàÿ ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 3

1. (3 á.) Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå A : x(t) 7→ t4 − x(
√
t)/3

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â ïðîñòðàíñòâå C[−1, 1].

2. (4 á.) Íàéòè íîðìó ôóíêöèîíàëà f(x) =
∫ 1

−1 t
2x(t) dt, x ∈

C[−1, 1].

3. (4 á.) Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
m íåëüçÿ ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñîãëàñîâàííîå ñî ñòàíäàðòíîé
íîðìîé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

4. (3 á.) ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â C[−1, 1]
ìíîæåñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x(1)− x(−1) = 1.

5. (3 á.) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè xn → x â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå,
òî ||xn − y|| → ||x− y|| äëÿ ëþáîãî y.

6. (3 á.) Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî inf{d(x, y) : y ∈ A}. Ïóñòü A ⊂M �
ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,d). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈M d(x,A) = d(x, Ā), ãäå Ā� çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
A.
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ. Âòîðàÿ ïåðåñäà÷à. Âàðèàíò 4

1. (3 á.) Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå A : x(t) 7→ t4 −
∫ 1

0 x(t)t(1−
t) dt ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â ïðîñòðàíñòâå L1[−1, 1].

2. (4 á.) Íàéòè íîðìó ôóíêöèîíàëà f(x) =
∫ 1

0 |t|x(t) dt, x ∈
C[−1, 1].

3. (4 á.) Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
m íåëüçÿ ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñîãëàñîâàííîå ñî ñòàíäàðòíîé
íîðìîé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

4. (3 á.) ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â C[−1, 1]
ìíîæåñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x(1)−x(−1)+

∫ 1

0 x(t)2 dt =
0.

5. (3 á.) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè xn → x â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå,
òî ||xn − y|| → ||x− y|| äëÿ ëþáîãî y.

6. (3 á.) Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî inf{d(x, y) : y ∈ A}. Ïóñòü A ⊂M �
ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,d). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈M d(x,A) = d(x, Ā), ãäå Ā� çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
A.

34



Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, 3 êóðñ, Êîìèññèÿ. Âàðèàíò 1

1. (5 á.) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, íåïðåðûâíûì
è íàéòè åãî íîðìó

f(x) =
∞∑
k=1

xk
k
, x = (x1, x2, . . . ) ∈ l2.

2. (3 á.) Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîáùåííûõ ôóíêöèé,
ñõîäÿùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

3. (4 á.) Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêèõ ñëàáî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
xn → x, yn → y â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xn, yn) íå ñõîäèëàñü ê (x, y) ïðè n→∞.

4. Íàéòè ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A(f)(x) =
∫ π
0 (sin 2x+ y)f(y) dy

â ïðîñòðàíñòâå C[0, π] (4 áàëëà), äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ðåçîëüâåíòû
(2 áàëëà). Áóäåò ëè ðåçîëüâåíòà êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì? (Îòâåò
îáîñíîâàòü � 2 áàëëà).
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