
 1 

Список тем и вопросов к зимнему зачету по дисциплине 

“Теория и методы решения нелинейных дифференциальных 

уравнений
1
” 

 

Составил кандидат физико-математических наук Фроленков Игорь Владимирович 

igor@frolenkov.ru 

 
Что нужно знать перед освоением дисциплины 
 

Для изучения курса «Теория и методы решения нелинейных диф-

ференциальных уравнений» необходимо, чтобы Вами были усвоены пере-

численные нижедисциплины. Рекомендую ознакомится с материалами по 

предложенным ссылкам, они могут быть использованы для оперативного по-

лучения справочной информации по тем или иным понятиям, используемых 

в курсе. 

_Математический анализ (электрон. учеб. пособие, библиотека 

СФУ) 

_Дополнительные главы математического анализа (Конспект 

лекций, библиотека СФУ) 

_Дифференциальные уравнения (Конспект лекций, библиотека 

СФУ) 

_Уравнения математической физики или уравнения с част-

ными производными (Учебное пособие, учеб. пособие по циклу 

практ. занятий, библиотека СФУ) 

_Функциональный анализ (Конспект лекций, Опорный конспект 

лекций, библиотека СФУ) 

_Методы вычислений (Конспект лекций, библиотека СФУ) 

_Вопросы прикладного функционального анализа (Конспект 

лекций, библиотека СФУ) 

_Современные и актуальные проблемы математики и компь-

ютерных наук. 
 

Содержание разделов и тем лекционного курса 
 

Модуль 1. Стационарные нелинейные операторные уравнения. 

1.1.Коэрцитивные  операторные уравнения. Лемма об «остром 

угле». 

1.2.Разрешимость операторного уравнения вида A(u)=h, где опе-

ратор A является коэрцитивным и слабо компактным. 

                                                           
1
 В настоящее время дисциплина читается на кафедре математического анализа для учащихся магистратуры 

института математикиСибирского федерального университета. 

http://igor.frolenkov.ru/
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/8/u_posob.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/Lukin/u_lectures.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/Lukin/u_lectures.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/Lukin/u_lectures.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/14/u_lectures.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/Belov/u_course.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/Belov/u_practice.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/Belov/u_practice.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/Belov/u_practice.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/1/u_lectures.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/1/u_lectures1.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/1/u_lectures1.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/1/u_lectures1.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/13/u_lectures.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/2/u_lectures.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/2/u_lectures.pdf
http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/2/u_lectures.pdf
http://math.institute.sfu-kras.ru/node/202
http://math.institute.sfu-kras.ru/
http://math.institute.sfu-kras.ru/
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1.3. Разрешимость нелинейных уравнений с монотонным операто-

ром. 

1.4. Разрешимость нелинейных уравнений с полуограниченной  

вариацией. 

1.5. Сильная сходимость галеркинских приближений. 

1.6. Краевые задачи как операторные уравнения в банаховых про-

странствах. 

 

Модуль 2. Функциональные пространства, используемые при изучении 

нестационарных задач. 

2.1. Понятие абстрактной функции, непрерывность и дифферен-

цируемость абстрактной функции. 

2.2. Пространство C
m
(S,X) и его свойства. Аппроксимационная 

теорема Вейерштрасса. 

2.3. Пространство Lp(S,X) и его свойства.  

2.4. Теорема о представлении функционала. 

2.5. Некоторые специальные пространства с интегрируемыми 

производными. 

 

Модуль 3. Нестационарные нелинейные операторные уравнения. Метод 

монотонности. 

3.1. Нелинейные параболические уравнения с монотонным опера-

тором. Постановки задач. 

3.2. Свойства оператора:  коэрцитивность, семинепрерывность, 

ограниченность в нестационарном случае. Примеры 

3.3. Теоремы разрешимости нелинейных операторных уравнений. 

3.4. Нелинейные параболические уравнения с полуограниченной 

вариацией. 

3.5. Задачи с краевыми и начальными условиями как операторные 

дифференциальные уравнения в банаховых пространствах. 

 

Содержание разделов и тем практических занятий 

 

1. Понятие оператора, операторного уравнения. Рассматривается 

понятие оператора, функционала. Рассматриваются алгоритмы сведения 

дифференциальных уравнений к операторным. 

 

2. Свойства операторов.Примеры проверки свойств операторов (коэр-

цитивность, семинепрерывность, монотонность, ограниченность, слабая ком-

пактность и пр.). 
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3. Построение галеркинских последовательностей, исследование их 

свойств. Понятие бесконечномерного сепарабельного банахова пространст-

ва. Построениегалеркинских приближения. Исследование существования, 

ограниченности, сходимости галеркинских последовательностей.  

 

4. Определение и свойства простых функции, функции класса (S-

>X).Примеры построения простых функций. Приближение функций после-

довательностью простых функций. 

 

5. Понятие дифференцируемости функций класса (S->X), простран-

ство Cm(S,X).Понятие производной/дифференцируемости функций класса 

(S->X), пространство Cm(S,X), его норма, проверка аксиом нормы. Полнота 

пространства. 

 

6. Понятие измеримости и интегрируемости по Бохнеру функций 

класса (S->X), пространство Lp (S,X).Понятие измеримости и интегрируе-

мости функций класса (S->X), пространство Lp (S,X), его норма, проверка 

аксиом нормы. Полнота пространства. 

 

7. Понятие и свойства нестационарных/эволюционных оператор-

ных уравнений. Эволюционный случай для операторных уравнений. Неко-

торые специальные пространства, в которых ищется решение. 

 

8. Свойства нестационарных операторов. Проверка свойств неста-

ционарных операторов (коэрцитивность, семинепрерывность, монотонность, 

ограниченность, слабая компактность и пр.). 

 

9. Построение галеркинских последовательностей, исследование их 

свойств для эволюционных уравнений.  Построение галеркинских при-

ближения для эволюционных операторных уравнений. Исследование суще-

ствования, ограниченности, сходимости галеркинских последовательностей. 

 

Список рекомендованной литературы по курсу 

 

1. Гаевский Х., Грегер К., Захариас К. Нелинейные операторные уравнения и 

операторные дифференциальные уравнения.-М.:Мир, 1978. 

 

2. Дубинский Ю.А. Нелинейные эллиптические и параболические уравнения 

// Современные проблемы математики. Т.9. – Москва. 1976. 

 

3. Денисов А.М. Введение в теорию обратных задач. -- М.: Изд-во Московск. 

ун-та, 1994. - 206 с. 

 

http://reslib.com/book/Nelinejnie_operatornie_uravneniya_i_operatornie_differencialjnie_uravneniya__Gaevskij_H___i_dr___Gajewski__#1
http://reslib.com/book/Nelinejnie_operatornie_uravneniya_i_operatornie_differencialjnie_uravneniya__Gaevskij_H___i_dr___Gajewski__#1
http://reslib.com/book/Nelinejnie_operatornie_uravneniya_i_operatornie_differencialjnie_uravneniya__Gaevskij_H___i_dr___Gajewski__#1
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4. Белов Ю.Я., Кантор С.А. Метод слабой аппроксимации. Красноярск: 

КрасГУ, 1999. 

 

5. BelovYu.Ya. InverseProblemsforPartialDifferentialEquations. - Utrecht: VSP, 

2002. 211p. 

 

6. Треногин В.А. Функциональный анализ. - М.: Наука, 1980. - 496с. 

 

7. Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. - М.: 

Изд-во МГУ, 1999.-797с 

 

8. Михайлов В.П. Дифференциальные уравнения в частных производных. - 

М.: Наука, 1976. -- 391с. 

 

9. Михлин С.Г. Курс математической физики. СПб.: Лань, 2002. – 576с. 

(ссылка на издание 1968 года) 

 

10. Никольский С.М. Курс математического анализа. Учебник для вузов. – 

М.:ФИЗМАТЛИТ, 2001.-592с. 

 

11. Теория и методы решения нелинейных дифференциальных уравнений 

[Электронный ресурс] : электронный учебно-методический комплекс: [ав-

торская редакция] / Юрий Яковлевич Белов, Светлана Владимировна Полын-

цева, Роман Викторович Сорокин, Игорь Владимирович Фроленков и 

Т.Н. Шипина; кол. авт. Сибирский федеральный университет [СФУ] . - Вер-

сия 1.0 - Красноярск: Сибирский федеральный университет [СФУ], 2007.  

 

12. Неклассические и обратные краевые задачи [Электронный ресурс] : элек-

тронный учебно-методический комплекс: [авторская редакция] / Юрий 

Яковлевич Белов, Роман Викторович Сорокин, Игорь Владимирович Фро-

ленков, О.Н. Черепанова и Т.Н. Шипина ; кол. авт. Сибирский федеральный 

университет [СФУ] . - Версия 1.0 - Красноярск : Сибирский федеральный 

университет [СФУ], 2007. 

 

13. Кабанихин С.И. Обратные и некорректные задачи. Учебник для студен-

тов высших учебных заведений. – Новосибирск: Сибирское научное изда-

тельство, 2009. – 457 с. 

 

14. Р.В. Сорокин, Т.Н. Шипина. Об однозначной разрешимости одной обрат-

ной задачи для системы составного типа в многомерном случае // Вычисли-

тельные технологии. 2004, т.9, ч.3, с.59-68 

 

15. Вячеславова П.Ю., Сорокин Р.В. Задача идентификации коэффициентов 

при младших членах в системе составного типа // Журнал СФУ: математика 

и физика. Красноярск. 2009.-т.2-№3-с.288-297 

http://books.google.ru/books?id=wDoFbsNJlbMC&printsec=frontcover&hl=ru#v=onepage&q&f=false
http://reslib.com/book/Funkcionaljnij_analiz__Trenogin_V_A__#1
http://reslib.com/book/Uravneniya_matematicheskoj_fiziki__Izdateljstvo_Moskovskogo_Universiteta_#1
http://reslib.com/book/Differencialjnie_uravneniya_v_chastnih_proizvodnih#1
http://reslib.com/book/Kurs_matematicheskoj_fiziki#1
http://reslib.com/book/Kurs_matematicheskogo_analiza__Fizmatlit_#1
http://catalog.sfu-kras.ru/cgi-bin/irbis64r_91/cgiirbis_64.exe?Z21ID=&P21DBN=UMKD&I21DBN=UMKD&S21REF=1&S21CNR=5&S21STN=1&S21FMT=fullwebr&C21COM=S&S21P03=I=&S21LOG=1&S21ALL=%28%3C.%3EI%3D-075213%3C.%3E%29
http://catalog.sfu-kras.ru/cgi-bin/irbis64r_91/cgiirbis_64.exe?Z21ID=&P21DBN=UMKD&I21DBN=UMKD&S21REF=1&S21CNR=5&S21STN=1&S21FMT=fullwebr&C21COM=S&S21P03=I=&S21LOG=1&S21ALL=%28%3C.%3EI%3D-059064%3C.%3E%29
http://reslib.com/book/Obratnie_i_nekorrektnie_zadachi#1
http://reslib.com/book/Obratnie_i_nekorrektnie_zadachi#1
http://elib.sfu-kras.ru/bitstream/2311/1205/1/sorokin.pdf
http://elib.sfu-kras.ru/bitstream/2311/1205/1/sorokin.pdf


Áèëåò 1.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà A : B → B∗.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Lp(S, X), çàïèñàòü íîðìó, óêàçàòü òèï.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ëåììó îá îñòðîì óãëå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ.

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

êîýðöèòèâíûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Áèëåò 2.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ñåìèíåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A : B → B∗. Ïðèìåð ñåìèíåïðå-
ðûâíîãî îïåðàòîðà.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñòðîãî ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà A : B → B∗. Ïðèìåð ñòðîãî
ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà.

3. Ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = h, A : B → B∗, (B � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî, B∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê B) ñ ñåìèíåïðåðûâíûì îïåðàòî-
ðîì. Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé, äîêàçàòåëüñòâî
îãðàíè÷åííîñòè ãàëåðêèíñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

1



Áèëåò 3.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå Áàíàõîâà è Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå êîýðöèòèâíîãî îïåðàòîðà A : B → B∗.

3. Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå

‖u‖Lp(S,X) =

∫
S

‖u‖p
X ds

 1
p

çàäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Lp(S, X).

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

ñåìèíåïðåðûâíûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Áèëåò 4.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Ck(Ω), Ck(Ω),
0

Ck(Ω), Lp(Ω), H1(Ω),
0

H1(Ω). Êàêèå
èç íèõ ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè, ãèëüáåðòîâûìè? Âûïèñàòü (ãäå âîçìîæíî) íîðìó,
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñòðîãî ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà A : B → B∗.

3. Ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = h, A : B → B∗, (B � áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî, B∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê B) ñ ñåìèíåïðåðûâíûì
îïåðàòîðîì.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] èçìåðèìà è èíòåãðèðóåìà ïî
Áîõíåðó.

Áèëåò 5.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ñåïàðàáåëüíîãî è ðåôëåêñèâíîãî ïðîñòðàíñòâ.

2. Îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé (S → X). Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè êëàññà
(S → X) äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå.

3. Ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = h, A : B → B∗, (B � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî, B∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê B) ñ îïåðàòîðîì ñ ïîëóîãðàíè-
÷åííîé âàðèàöèåé.

4. Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå

‖u‖Cm(S,X) =
m∑

j=0

sup
t∈S

∥∥u(j)(t)
∥∥

X

çàäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Cm(S, X).

2



Áèëåò 6.

1. Îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé (S → X). Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè êëàññà
(S → X) äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòîé ôóíêöèè èç êëàññà (S → X). Èíòåãðàë Áîõíåðà îò
ïðîñòîé ôóíêöèè.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] èçìåðèìà è èíòåãðèðóåìà ïî
Áîõíåðó.

4. Ïðèâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó −∆u = f , u |∂Ω= 0, ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, Ω ⊂ En �
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, f ∈ L2(Ω), ê îïåðàòîðíîìó
óðàâíåíèþ ñ êîýðöèòèâíûì, ñëàáî êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì.

Áèëåò 7.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà C(S, X), çàïèñàòü íîðìó, óêàçàòü òèï.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ôóíêöèè u ∈ (S → X) èíòåãðèðóåìîé ïî Áîõíåðó íà ìíîæåñòâå
S, íà ìíîæåñòâå B ⊂ S. Ïðèâåñòè ïðèìåð.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè.

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

ñòðîãî ìîíîòîííûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Áèëåò 8.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðàA(t)(u) : Lp((0, T ), X) → Lp′((0, T ), X∗).

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè.

3. Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå

‖u‖Cm(S,X) =
m∑

j=0

sup
t∈S

∥∥u(j)(t)
∥∥

X

çàäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Cm(S, X).

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîðîì ñ ïîëóîãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.
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Áèëåò 9.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà L∞(S, X), çàïèñàòü íîðìó, óêàçàòü òèï..

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñåìèíåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðàA(t)(u) : Lp((0, T ), X) → Lp′((0, T ), X∗).

3. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ëåììó îá îñòðîì óãëå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ.

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

êîýðöèòèâíûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Áèëåò 10.

1. Îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé (S → X). Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè êëàññà
(S → X) äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñåìèíåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A : B → B∗.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâ-
íåíèÿ Au = h ñ êîýðöèòèâíûì, ñëàáî êîìïàêòíûì è ñòðîãî ìîíîòîííûì îïåðàòî-
ðîì.

4. Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå

‖u‖Cm(S,X) =
m∑

j=0

sup
t∈S

∥∥u(j)(t)
∥∥

X

çàäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Cm(S, X).
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Áèëåò 11.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà A : B → B∗ ñ ïîëóîãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðàA(t)(u) : Lp((0, T ), X) → Lp′((0, T ), X∗).

3. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] èçìåðèìà è èíòåãðèðóåìà ïî
Áîõíåðó.

4. Ïóñòü g ≥ 0 � ôèíèòíàÿ â Ω íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. ßâëÿåòñÿ ëè íîðìîé â L2(Ω)
ôóíêöèÿ

ρ(u) =

∫
Ω

g(x)u2(x) dx?
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Билет 1.

1. Дать определение монотонного оператора A : B → B∗.

2. Дать определение пространства Lp(S, X), записать норму, указать тип.

3. Сформулировать лемму об остром угле для стационарного случая.

4. Сформулировать условие коэрцитивности для оператора A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

,

A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω). Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Билет 2.

1. Дать определение семинепрерывного оператора A : B → B∗. Пример семинепре-
рывного оператора.

2. Дать определение строго монотонного оператора A : B → B∗. Пример строго
монотонного оператора.

3. Метод Галеркина для операторного уравнения Au = h, A : B → B∗, (B – банахово
пространство, B∗ – пространство, сопряженное к B) с семинепрерывным операто-
ром. Алгоритм построения последовательности галеркинских приближений.

4. Сформулировать условие ограниченности для оператора A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

,

A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω). Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

1



Билет 3.

1. Дать определение Банахова и Гильбертова пространства. Примеры пространств.

2. Дать определение коэрцитивного оператора A : B → B∗.

3. Показать, что выражение

‖u‖Lp(S,X) =

∫
S

‖u‖p
X ds

 1
p

задает норму в пространстве Lp(S, X).

4. Сформулировать условие семинепрерывности для оператора A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

,

A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω). Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Билет 4.

1. Дать определение пространств Ck(Ω), Ck(Ω),
0

Ck(Ω), Lp(Ω), H1(Ω),
0

H1(Ω). Какие
из них являются банаховыми, гильбертовыми? Выписать (где возможно) норму,
скалярное произведение.

2. Дать определение строго монотонного оператора A : B → B∗.

3. Метод Галеркина для операторного уравнения Au = h, A : B → B∗, (B – ба-
нахово пространство, B∗ – пространство, сопряженное к B) с семинепрерывным
оператором. Построение Галеркинской последовательности.

4. Доказать, что функция u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] измерима и интегрируема по
Бохнеру.

Билет 5.

1. Дать определение сепарабельного и рефлексивного пространств.

2. Определить понятие множества функций (S → X). Определение функции класса
(S → X) дифференцируемой в точке.

3. Метод Галеркина для операторного уравнения Au = h, A : B → B∗, (B – банахово
пространство, B∗ – пространство, сопряженное к B) с оператором с полуограни-
ченной вариацией. Построение Галеркинской последовательности.

4. Доказать, что выражение

‖u‖Cm(S,X) =
m∑

j=0

sup
t∈S

∥∥u(j)(t)
∥∥

X

задает норму в пространстве Cm(S, X).
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Билет 6.

1. Определить понятие множества функций (S → X). Определение функции класса
(S → X) дифференцируемой на множестве.

2. Дать определение простой функции из класса (S → X). Интеграл Бохнера от
простой функции.

3. Доказать, что функция u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] измерима и интегрируема по
Бохнеру.

4. Привести краевую задачу −∆u = f , u |∂Ω= 0, где ∆ – оператор Лапласа, Ω ⊂ En –
ограниченная область с кусочно-гладкой границей ∂Ω, f ∈ L2(Ω), к операторному
уравнению с коэрцитивным, слабо компактным оператором.

Билет 7.

1. Дать определение пространства C(S, X), записать норму, указать тип.

2. Дать определение функции u ∈ (S → X) интегрируемой по Бохнеру на множестве
S, на множестве B ⊂ S. Привести пример.

3. Сформулировать теорему Рисса о представлении.

4. Сформулировать условие строгой монотонности оператора A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

,

A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω). Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Билет 8.

1. Дать определение коэрцитивности оператора A(t)(u) : Lp((0, T ), X) → Lp′((0, T ), X∗).

2. Дать определение существенно ограниченной функции.

3. Доказать, что выражение

‖u‖Cm(S,X) =
m∑

j=0

sup
t∈S

∥∥u(j)(t)
∥∥

X

задает норму в пространстве Cm(S, X).

4. Сформулировать условие полуограниченной вариации для оператора A = −∆ =

−
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω). Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.
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Билет 9.

1. Дать определение пространства L∞(S, X), записать норму, указать тип..

2. Дать определение семинепрерывности оператора A(t)(u) : Lp((0, T ), X) → Lp′((0, T ), X∗).

3. Сформулировать лемму об остром угле для стационарного случая.

4. Сформулировать условие коэрцитивности для оператора A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

,

A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω). Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Билет 10.

1. Определить понятие множества функций (S → X). Определение функции класса
(S → X) дифференцируемой в точке.

2. Дать определение семинепрерывного оператора A : B → B∗.

3. Сформулировать теорему единственности решения операторного уравнения Au =
h с коэрцитивным, слабо компактным и строго монотонным оператором.

4. Доказать, что выражение

‖u‖Cm(S,X) =
m∑

j=0

sup
t∈S

∥∥u(j)(t)
∥∥

X

задает норму в пространстве Cm(S, X).
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Билет 11.

1. Дать определение оператора A : B → B∗ с полуограниченной вариацией.

2. Дать определение монотонности оператора A(t)(u) : Lp((0, T ), X) → Lp′((0, T ), X∗).

3. Доказать, что функция u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] измерима и интегрируема по
Бохнеру.

4. Пусть g ≥ 0 – финитная в Ω непрерывная функция. Является ли нормой в L2(Ω)
функция

ρ(u) =

∫
Ω

g(x)u2(x) dx?
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Ïðîâåðêà îñòàòî÷íûõ çíàíèé

1. Äàòü îïðåäåëåíèå íîðìû â Áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì. Ïðè-
ìåðû ýêâèâàëåíòíûõ íîðì.

2. Îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà. Îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

3. Äàòü îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî, îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà.

4. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Ck(Ω), L2(Ω),
0

H1(Ω). Êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ áà-
íàõîâûìè, ãèëüáåðòîâûìè? Âûïèñàòü (ãäå âîçìîæíî) íîðìó, ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå.

5. Äàòü îïðåäåëåíèå íîðìû â Áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì. Ïðè-
ìåðû ýêâèâàëåíòíûõ íîðì.

6. Äàòü îïðåäåëåíèå Áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû Áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

7. Äàòü îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà.

8. Äàòü îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íîìåðíîãî áàçèñà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

9. Äàòü îïðåäåëåíèå Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû Ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

10. Äàòü îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà.

11. Äàòü îïðåäåëåíèå ñèëüíîé è ñëàáîé ñõîäèìîñòè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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