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Пространства Соболева. Обобщенные решения краевых задач для 
уравнений в частных производных. 
 

1. Банахово и гильбертово пространства. Финитная функция. 
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. Нормы и 

скалярные произведения. Определение обобщенной производной (по 
С.Л.Соболеву). 

2. Пространство )(ΩlH . Полнота пространства )(ΩlH . Сильная и слабая 
сходимость.  

3. Неравенство Пуанкаре-Фридрихса. 
4. Эквивалентные нормы. Примеры эквивалентных норм в пространстве 

)(1 ΩH . Теорема об эквивалентности норм в )(1 ΩH . 
5. Обобщенное решение первой краевой задачи для эллиптического 
уравнения. Теорема Рисса. Теоремы существования и единственности 
обобщенного решения.  

6. Обобщенное решение второй краевой задачи для эллиптического 
уравнения. Теоремы существования и единственности обобщенного 
решения. 

 
Функциональные методы решения краевых задач для уравнений в 
частных производных. 
 

7. Метод Галеркина для первой краевой задачи для эллиптического 
уравнения. Исследование единственности решения. Сильная 
сходимость последовательности галеркинских приближений.  

8. Метод Галеркина для второй и третьей краевых задач для 
эллиптического уравнения.  

9. Понятие квадратичного функционала, его ограниченность снизу. 
10. Теорема существования решения первой краевой задачи для 
эллиптического уравнения. Функциональный метод. 

11. Метод Ритца построения минимизирующей последовательности 
функционала 
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Сибирский федеральный университет
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Экзаменационная работа 4 по уравнениям математической физики

Всюду ниже Ω – ограниченная область пространства En с кусочно-гладкой границей.

1. Доказать теорему существования и единственности в классе
◦

H1(Ω) обобщенного реше-
ния задачи −∆u = sin x1 · sin x2, u|∂Ω = 0. (3 балла)
2. Дать определение обобщенного решения краевой задачи −(x2

1+x2
2)+1)∆u+u = f(x1, x2),

∂u
∂n
|∂Ω = 0, где ∆ — двумерный оператор Лапласа. (3 балла)

3. Дать определение квадратичного функционала. Доказать его ограниченность снизу. (3
балла)
4. Выписать необходимое условие, которому удовлетворяет элемент u, реализующий ми-

нимум квадратичного функционала Φ(v) = ||v||2◦
H1(Ω)

+ 2(f, u)l2(Ω) на
◦

H1(Ω). (5 баллов)

5. Дать определение базиса в бесконечномерном банаховом пространстве. Выписать схему
построения решения первой краевой задачи для эллиптического уравнения (с однородны-
ми граничными условиями) методом Галёркина. (3 балла)
6. Доказать, что при ϕ(x) ∈ H1(Ω), функционал F (v) =

∫
Ω

ϕ(x)v(x) dx +
∫

∂Ω

sin2(|s|)v(s) ds

является непрерывным на H1(Ω). (3 балла)



Тема 1: Определение пространств

Варианты заданий

1. Дать определение пространства Ck(Ω). Выписать норму и скалярное произве-
дение, если они определены. Указать, является ли оно банаховым, гильбертовым.
2. Дать определение пространства Ck(Ω). Выписать норму и скалярное произведе-
ние, если они определены. Указать, является ли оно банаховым, гильбертовым.

3. Дать определение пространства
◦

Ck(Ω). Выписать норму и скалярное произведе-
ние, если они определены. Указать, является ли оно банаховым, гильбертовым.
4. Дать определение пространства Lp(Ω). Выписать норму и скалярное произведение,
если они определены. Указать, является ли оно банаховым, гильбертовым.
5. Дать определение пространства L2,loc(Ω). Выписать норму и скалярное произведе-
ние, если они определены. Указать, является ли оно банаховым, гильбертовым.
6. Дать определение пространства Hk(Ω). Выписать норму и скалярное произведе-
ние, если они определены. Указать, является ли оно банаховым, гильбертовым.
7. Дать определение пространства H1(Ω). Выписать норму и скалярное произведе-
ние, если они определены. Указать, является ли оно банаховым, гильбертовым.

8. Дать определение пространства
◦

H1(Ω). Выписать норму и скалярное произведе-
ние, если они определены. Указать, является ли оно банаховым, гильбертовым.
9. Доказать полноту пространства H1(Ω).

Тема: Эквивалентность норм пространств

Варианты заданий

1. Дать определение эквивалентности норм нормированного пространства.
2. Привести примеры эквивалентных норм в пространстве H1(Ω) (с доказательством
эквивалентности).

3. Привести примеры эквивалентных норм в пространстве
◦

H1(Ω) (с доказательством
эквивалентности).
4. Доказать эквивалентность норм в пространстве H1(Ω) :
||u|| = ∫

Ω

(u2(x) + |∇u(x)|2) dx и |||u||| = ∫
Ω

(u2(x) + k(x)|∇u(x)|2) dx,

где k(x) > 1, измерима по Лебегу, ограничена и положительна на Ω.
5. Доказать эквивалентность норм в пространстве H1(Ω) :
||u|| = ∫

Ω

(u2(x) + |∇u(x)|2) dx и |||u||| = ∫
Ω

(2u2(x) + k(x)|∇u(x)|2) dx,

где k(x) измерима по Лебегу, ограничена и положительна на Ω.

6. Доказать эквивалентность норм в пространстве
◦

H1(Ω) :
||u|| =

∫
Ω

(u2(x) + |∇u(x)|2) dx и |||u||| =
∫
Ω

k(x)|∇u(x)|2) dx, где k(x) измерима по

Лебегу, ограничена и положительна на Ω.

7. Доказать эквивалентность норм в пространстве
◦

H1(Ω) :
||u|| = ∫

Ω

(u2(x) + |∇u(x)|2) dx и |||u||| = ∫
Ω

|∇u(x)|2) dx.

8. Выписать неравенство Пуанкаре-Фридрихса.



Тема: Обобщенное решение эллиптического уравнения

Варианты заданий

1. Доказать теорему существования и единственности в классе
◦

H1(Ω) обобщенно-
го решения задачи
−∆u = sin x1 · sin x2, u|∂Ω = 0.
2. Дать определение обобщенного решения краевой задачи
−(x2

1 + x2
2 + 1)∆u + u = f , u|∂Ω = 0,

где ∆ — двумерный оператор Лапласа.

3. Дать определение обобщенного решения первой краевой задачи в
◦

H1(Ω) для урав-
нения Пуассона. Сформулировать и доказать теорему существования и единствен-
ности обобщенного решения этой задачи.
4. Пусть задан элемент u ∈ H1(Ω). Является ли линейным непрерывным функцио-
налом над H1(Ω) (∂Ω ∈ C1) функционал∫
Ω

uv dx +
∫

∂Ω

u(ξ)v(ξ) dξ?

5. Доказать, что при ϕ(x) ∈ H1(Ω), функционал∫
Ω

ϕ(x)v(x) dx +
∫

∂Ω

sin2(|s|)v(s) ds является непрерывным над H1(Ω).

Тема: Метод Галёркина

Варианты заданий

1. Вывести априорную оценку последовательности {un}∞n=1 галёркинских прибли-
жений в случае первой краевой задачи для эллиптического уравнения.

2. Доказать сильную в
◦

H1(Ω) сходимость галёркинских приближений {un}∞n=1 к обоб-
щенному решению u краевой задачи
−∆u + u = f , u|∂Ω = 0,
считая, что слабая сходимость {un}∞n=1 к u уже доказана.

3. Дать определение базиса в
◦

H1(Ω). Выписать схему построения решения первой
краевой задачи для эллиптического уравнения (с однородными граничными услови-
ями) методом Галёркина.

Тема: Квадратичный функционал

Варианты заданий

1. Пусть f(x) ∈ L2(Ω). Выписать необходимое условие, которому удовлетворяет
элемент u, реализующий минимум функционала Φ(u) = ||u||2◦

H1(Ω)
+ 2(f, u)L2(Ω) на

◦
H1(Ω).
2.Доказать существование обобщенного решения задачи
−∆u = f , u|∂Ω = 0

в классе
◦

H1(Ω).



3. Дать определение квадратичного функционала. Доказать его ограниченность сни-
зу.
4. Дать определение базиса в бесконечномерном банаховом пространстве; дать опре-
деление минимизирующей последовательности (для функционала).
5. Доказать сходимость минимизирующей последовательности к элементу, реализую-
щему минимум функционала. Доказать единственность минимизирующего элемента.
6. Вывести необходимое условие, которому удовлетворяет элемент, реализующий ми-
нимум квадратичного функционала.


