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Ìèíèñåìåñòð 2

Ñîäåðæàíèå ðàçäåëîâ è òåì ëåêöèîííîãî êóðñà

Ðàçäåë II: Ëèíåéíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ôóíêöèîíàëû (20 ÷. ëåêöèé)

2.1. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, ðàçìåðíîñòü, áàçèñ, ïîäïðî-
ñòðàíñòâà. Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

2.2. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.
Íîðìà, ñðàâíåíèå ñ ìåòðèêîé, áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàí-

ñòâà. Ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (Rn, C([a, b])). Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì.
2.3. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (íàä ïîëåì R). Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Óãîë

ìåæäó âåêòîðàìè.
2.4. Îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû.
Ïðèìåðû. Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà-Øìèäòà. Òåîðåìà îá îðòîíîðìèðîâàííîì áà-

çèñå â ñåïàðàáåëüíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
2.5. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ.
2.6. Ïîëíûå è çàìêíóòûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû. Òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà.
2.7. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå.
Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî èçîìîðôíî Rn; ëþáîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòî-

âî èçîìîðôíî l2.
2.8. Ïîäïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ.
Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðÿìàÿ ñóììà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
2.9. Ñâîéñòâî ïàðàëëåëîãðàììà.
2.10. Êîìïëåêñíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íàä ïîëåì

C.
2.11. Ôóíêöèîíàëû.
Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû. Âûïóêëûå, îäíîðîäíûå è ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû. Òåî-

ðåìà Õàíà-Áàíàõà.
2.12. Ôóíêöèîíàëû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Îãðàíè÷åííîñòü, íîðìà ôóíêöèîíàëà, íåïðåðûâíîñòü.
2.13. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
2.14. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà â êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
2.15. Íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâàõ Áàíàõà. Íåïðåðûâ-

íîñòü è îãðàíè÷åííîñòü. Íîðìà ôóíêöèîíàëà.

Ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå) çàíÿòèÿ

Ðàçäåë II. Ëèíåéíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ôóíêöèîíàëû (16 ÷.

ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé)

2.1 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ðàçìåðíîñòü.
2.2. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Íîðìà. Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû.
2.3. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
2.4. Òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà.
2.5. Àëãîðèòì îðòîãîíàëèçàöèè.
2.6. Ïîëíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà î ïðÿìîé ñóììå
2.7. Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà.
2.8. Ôóíêöèîíàëû. Ëèíåéíîñòü. Íåïðåðûâíîñòü. Îãðàíè÷åííîñòü. Íîðìà ôóíê-

öèîíàëà.
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, òèïîâîé áèëåò íà ìèíèñåññèè 2.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå íîðìû (2 áàëëà).
2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó Ðèññà-Ôèøåðà (2+3=5 áàëëîâ)
3. Ïóñòü X = C[0, 1] � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1].
à) äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

d(x) = max
t∈[0,1]

|x(t)|+ |x(0)|

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà X (3 áàëëà);
á) âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) ïîëíûì è ïîñòðîéòå

åãî ïîïîëíåíèå (5 áàëëîâ);
4) Ïóñòü X = R3, à X0 = {x ∈ R3 : 3x1 + 2x2 = 0}. Íà ïðîñòðàíñòâå X0 çàäàí

ôóíêöèîíàë f0 òàêîé, ÷òî
f0(x) = 2x1.

Äîêàæèòå, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, íåïðåðûâíûì è íàéäèòå åãî íîðìó. Ìîæíî ëè
ïðîäîëæèòü åãî íà âñå ïðîñòðàíñòâî X ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû ? Åñëè äà, òî áóäåò ëè
ýòî ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííûì ? (5 áàëëîâ)
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