
ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ ÏÎ ÀËÃÅÁÐÅ

1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: îñíîâíàÿ è ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöû ñèñòåìû; ðåøåíèå ñèñòå-

ìû; ñîâìåñòíûå è íåñîâìåñòíûå, îïðåäåëåííûå è íåîïðåäåëåííûå ñèñòåìû; ýêâèâà-
ëåíòíûå ñèñòåìû; îáùåå è ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû; ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñèñòåìû.

Òåîðåìû è ìåòîäû: ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ;
ìåòîä Ãàóññà.

Çàäà÷è: íàéòè îáùåå (÷àñòíîå) ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé; èññëåäîâàòü ñèñòåìó
ñ ïàðàìåòðàìè.

2. Ïåðåñòàíîâêè.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: ïåðåñòàíîâêà; èíâåðñèÿ; ÷åòíàÿ è íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà;

òðàíñïîçèöèÿ.
Òåîðåìû è ìåòîäû: òåîðåìà î ÷èñëå ïåðåñòàíîâîê; òåîðåìà îá èçìåíåíèè ÷åòíîñòè

ïåðåñòàíîâêè ïðè òðàñïîçèöèè.
Çàäà÷è: íàéòè ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå; îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè.

3. Òåîðèÿ îïðåäåëèòåëåé.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû; ìèíîð è äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð; àë-

ãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà.
Òåîðåìû è ìåòîäû: ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ (îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû;

îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû; àääèòèâíîñòü îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêàì
è ñòîëáöàì; èçìåíåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê èëè ñòîëáöîâ; ðàâåí-
ñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñ íóëåâîé ñòðîêîé, ñ ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñòðîêàìè èëè
ñòîëáöàìè); òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè ìèíîðà íà äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð; ðàçëîæåíèå
Ëàïëàñà; ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ (ïðèâåäåíèå ê òðåóãîëüíîìó âèäó; ðå-
êóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé; âûäåëåíèÿ ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé; ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå
ñóììû îïðåäåëèòåëåé); ôîðìóëû Êðàìåðà.

Çàäà÷è: âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü; ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû
Êðàìåðà.

4. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: áèíàðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, íåéòðàëüíûé è îáðàòíûé

ýëåìåíòû; àêñèîìû êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè, äèñòðèáóòèâíîñòè; ãðóïïà,
êîëüöî, ïîëå.

Òåîðåìû è ìåòîäû: åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî è îáðàòíîãî ýëåìåíòîâ; ñëåä-
ñòâèÿ èç àêñèîì êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè.

5. Ïðèìåðû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: ïîäñòàíîâêà, îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê; ìàòðèöà,

îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ìàòðèö, îáðàòíàÿ ìàòðèöà; àëãåáðàè÷åñêàÿ è òðèãî-
íîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà;
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñðàâíåíèå, êëàññ âû÷åòîâ öåëûõ ÷èñåë, îïåðàöèè ñóììû
è ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ; íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.
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Ïîñòðîåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì: ãðóïïà ïîäñòàíîâîê íà n ñèìâîëàõ; ãðóïïà
îáðàòèìûõ ìàòðèö ïîðÿäê n íàä ïîëåì; êîëüöî âû÷åòîâ öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ n;
ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìû è ìåòîäû: òåîðåìà î ÷èñëå ïîäñòàíîâîê íà n ñèìâîëàõ; òåîðåìà îá óìíî-
æåíèè îïðåäåëèòåëåé, òåîðåìà îá àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö, íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû; ôîðìóëà Ìóàâðà, ôîðìó-
ëà èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ n-é ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà; òåîðåìà î äåëåíèè öåëûõ
÷èñåë, ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ÍÎÄ.

Çàäà÷è: ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâîê â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, ðåøåíèå
óðàâíåíèé â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê; âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû, ðåøåíèå ìàòðè÷-
íûõ óðàâíåíèé; îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðì êîìëåêñíî-
ãî ÷èñëà, èçîáðàæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå êîðíÿ
èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè; ðåøå-
íèå ñðàâíåíèé è ñèñòåì ñðàâíåíèé.

6. Ìíîãî÷ëåíû îäíîãî ïåðåìåííîãî.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ è

ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ.
Ïîñòðîåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì: êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îäíîãî ïåðåìåííîãî íà

ïîëåì.
Òåîðåìû è ìåòîäû: ëåììà ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, òåîðåìà î äåëåíèè

ìíîãî÷ëåíîâ, àëãîðèò Åâêëèäà, ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ÍÎÄ.
Çàäà÷è: íàéòè ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ îäíîãî ìíîãî÷ëåíà íà äðóãîé; íàéòè

ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ è åãî ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå.
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Çàäà÷è

1. Íàéòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû èëè äîêàçàòü å¼ íåñîâìåñòíîñòü

A)





x2 + x3 + x4 = 1,
x1 + x3 + x4 = 2,
x1 + x2 + x4 = 3,
x1 + x2 + x3 = 4;

B)





2x1 − 2x2 − 3x3 = −1,
4x1 − 4x2 + x3 = 19,
6x1 − 6x2 − 2x3 = −11;

C)





−x1 + 4x2 − 3x3 + 3x4 = 4,
x1 − 3x2 + 7x3 − 5x4 = −1,

6x1 − 21x2 + 31x3 − 28x4 = −11,
4x1 − 15x2 + 17x3 − 18x4 = −9;

D)





2x1 − x2 = 0,
−x1 + 2x2 − x3 = 0,
−x2 + 2x3 − x4 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
−xn−2 + 2xn−1 − xn = 0,

−xn−1 + xn = 1.

2. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû èëè óñòàíîâèòü å¼ íåñîâìåñòíîñòü â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, b 




ax+ y + z = 4,
x+ by + z = 3,
x+ 2by + z = 4.

3. Îïðåäåëèòü ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå

2n, 2n− 2, ..., 4, 2, 2n− 1, 2n− 3, ..., 3, 1

è å¼ ÷åòíîñòü â çàâèñèìîñòè îò n.
4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè

A)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 −1
1 1 −1 1
1 −1 1 1
−1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
, B)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 . . . 0
1 3 2 . . . 0
0 1 3 . . . 0
. . . . .
0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

C)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
. . . . . . .
n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

5. Ïóñòü R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, α1, α2, α3 è β1, β2, β3, β4 � ôèêñè-
ðîâàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì íà R îïåðàöèè ⊕ è �, ïîëàãàÿ

a⊕ b = α1a+ α2b+ α3, a� b = β1a+ β2b+ β3ab+ β4

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R.
1) Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîíñòàíòû α1, α2, α3, ïðè êîòî-

ðûõ 〈R,⊕〉 � àáåëåâà ãðóïïà.
2) Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîíñòàíòû β1, β2, β3, β4, ïðè êî-

òîðûõ îïåðàöèÿ � ÿâëÿåòñÿ: êîììóòàòèâíîé, àññîöèàòèâíîé.
3) Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîíñòàíòû α1, α2, α3 è β1, β2, β3, β4,

ïðè êîòîðûõ 〈R,⊕,�〉 � ïîëå.
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6. Âû÷èñëèòü
(√

3 + i

1− i

)30

, 4

√
7− 2i

1 + i
√

2
+

4 + 14i√
2 + 2i

− (8− 2i).

7. Ðåøèòü ñèñòåìó {
(1 + i)z1 + (1− i)z2 = 1 + i,
(1− i)z1 + (1 + i)z2 = 1 + 3i.

8. Ðåøèòü ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé




2X − Y =

(
1 0
0 1

)
,

−4X + 2Y =

(
0 −2
2 0

)
.

9. Íàéòè îáðàòíóþ ê ìàòðèöå



1 2 0 0
2 3 0 0
1 −1 1 3
0 1 0 2


 .

10. Íàéòè ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 367598 íà 12573.

11. ×èñëî 42157 ïðè äåëåíèè íà íåêîòîðîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî b äàëî â
÷àñòíîì 321. Íàéòè äåëèòåëü b è îñòàòîê r.

12. Ïóñòü m,n, p, q � öåëûå ÷èñëà. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëî mn+ pq äåëèòñÿ íà
m− p, òî è ÷èñëî mq + np òîæå äåëèòñÿ íà m− p.

13. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïàð ÷èñåë è åãî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå:
à) 321 è 843; á) 23521 è 75217.

14. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë, çàïèñü êîòîðûõ â äåñÿòè÷íîé ñè-
ñòåìå ñîñòîèò èç n è m åäèíèö.

15. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 2n − 1 è 2m − 1, ãäå n,m � íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà.

16. Äàòü îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ s ÷èñåë è äîêàçàòü ðàâåíñòâî

ÍÎÄ(a1, a2, . . . , as) = ÍÎÄ(a1,ÍÎÄ(a2, . . . , as)).

17. Äîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d ÷èñåë a1, a2, . . . , as äîïóñêàåò
ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

d = u1a1 + u2a2 + . . .+ usas

ñ öåëûìè u1, u2, . . . , us.

18. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü òð¼õ ÷èñåë 2737, 9163, 9639.

20. Íàéòè êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñåë: à) 1440; á) 1575; â) 111111.

21. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k − 1.

22. Ðåøèòü ñðàâíåíèÿ 2x + 1 ≡ 0(mod 13); 5x ≡ 7(mod 21); 10x ≡ 3(mod 49);
x2 ≡ −1(mod 13); x2 ≡ −1(mod 11); x2 ≡ 2(mod 31); x2 + 2x + 14 ≡ 0(mod 17);
x2 + 3x+ 10 ≡ 0(mod 19).
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22. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íàä ïîëåì Z5





2x+ y − z = 1,
x+ 2y + z = 2,
x+ y − z = 4.

23. Ðåøèòü ñðàâíåíèå x2−1 ≡ 0(mod pm), p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, m > 1 � öåëîûå
÷èñëî.

24. Äîêàçàòü, ÷òî (p− 1)!− 1 ≡ 0(mod p), åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî.
25. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 31000 íà 13.
26. Ðåøèòü ñðàâíåíèå 2n ≡ n(mod 7).

28. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) :

1) f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1, g(x) = x3 + x2 − x− 1;

2) f(x) = x4 − 4x3 + 1, g(x) = x3 − 3x2 + 1.

29. Ïóñòü d(x) =ÍÎÄ(f(x), g(x)). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ìíî-
ãî÷ëåíû u(x) è v(x) òàêèå, ÷òî d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x), ïðè÷åì, deg(u) < deg(g)−
deg(d) è deg(v) < deg(f)− deg(d).

30. Ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäîáðàòü ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x)
òàê, ÷òîáû f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1, åñëè

f(x) = x4 − 4x3 + 1, g(x) = x3 − 3x2 + 1.

31. Íàéòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x), ÷òî

xm u(x) + (1− x)n v(x) = 1.

32. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f(x) è g(x) íàä ïîëåì Z2 :

f(x) = x5 + x4 + 1, g(x) = x4 + x2 + 1.
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